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L’objet de ce chapitre est de pre´senter le travail de cette the`se. Il commence par
pre´senter l’environnement de travail (Epidaure et AREALL, section 1.2). Vient ensuite
une bre`ve pre´sentation de l’implantologie dentaire, et notamment de l’implantologie as-
siste´e par ordinateur (section 1.3), qui permettra au lecteur de se familiariser avec ce
domaine. Nous nous focaliserons ensuite sur le projet VirtualScope, syste`me de guidage
per-ope´ratoire pour le percement des axes des implants dentaires de´veloppe´ par AREALL,
et plus pre´cise´ment sur la partie recalage rigide qui est le cœur de ce travail de the`se (sec-
tion 1.4). La section 1.5 pre´sentera alors les donne´es sur lesquelles s’appuie ce recalage.
Nous justifierons enfin le choix de l’ICP, algorithme de recalage base´ sur les points, comme
algorithme de base pour notre travail (section 1.6). Nous donnerons enfin une vue d’en-
semble du contenu des diffe´rents chapitres de cette the`se (section 1.7) et des diffe´rentes
contributions que l’on peut y trouver (section 1.8).
1.2 Epidaure et AREALL
Cette the`se s’est de´roule´e dans le cadre d’une bourse CIFRE. Ces bourses, subvention-
ne´es par l’ANRT, favorisent le transfert technologique, par le biais du travail du doctorant,
salarie´ d’une entreprise mais de´tache´ au sein d’un laboratoire de recherche. Ceci est parti-
culie`rement inte´ressant pour le doctorant, qui en coˆtoyant ces deux mondes, apprend leurs
logiques tre`s diffe´rentes et rec¸oit une double motivation. Ainsi, ma the`se s’est de´roule´e au
sein du projet Epidaure, laboratoire de l’INRIA, pour le compte d’AREALL.
Epidaure & l’INRIA Le projet EPIDAURE de l’INRIA a pour vocation, en temps que
laboratoire de recherche, de cre´er, de´velopper et e´tudier de nouvelles me´thodologies dans
le domaine du traitement informatise´ de l’imagerie me´dicale, inde´pendamment de toute
logique commerciale. Ses domaines de pre´dilection sont la segmentation et le recalage
d’images, l’analyse de se´quences d’images et la simulation d’organes.
AREALL La socie´te´ AREALL, base´e a` Paris et Caen, est une petite entreprise (environ
20 employe´s, en majorite´ des inge´nieurs) qui de´veloppe le syste`me VirtualScope que nous
pre´senterons un peu plus loin. Le de´veloppement de ce projet, commence´ peu avant le
de´but de ma the`se devrait s’achever par la validation clinique avec la fin de cette the`se.
J’aurai ainsi pu me familiariser avec la de´veloppement d’un tel projet, et participer au
travail des inge´nieurs avec ses contraintes de de´lais et de parfaite fiabilite´.
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Fig. 1.1 – Coupe sur un scanner X d’un maxillaire (a` gauche) et d’une mandibule se`che
(a` droite)
1.3 Implantologie dentaire assiste´e par ordinateur
Le projet VirtualScope est un syste`me d’aide a` la chirurgie pour la pose d’implants
dentaires. Nous allons donc pre´senter ici rapidement l’anatomie dentaire, les diffe´rentes
formes de prothe`ses dentaires, les implants et la chirurgie qu’ils impliquent. Nous nous
contenterons des notions indispensables pour bien comprendre la proble´matique de cette
the`se. Le lecteur souhaitant rentrer plus dans les de´tails pourra se reporter a` [Dutreuil,
2001].
1.3.1 E´le´ments d’anatomie dentaire
L’homme posse`de deux dentitions (voir [Lautrou, 1998] pour une pre´sentation de´-
taille´e) : la maxillaire, i.e. la maˆchoire supe´rieure, qui fait partie du craˆne et la mandibule,
i.e. la maˆchoire infe´rieure, qui est inde´pendante. Chacune est forme´e de l’os de la maˆchoire
proprement dite et des dents. L’os est forme´ d’un pourtour extreˆmement dur, la corticale
osseuse, et d’un inte´rieur poreux, friable (voir figure 1.1). Les dents y sont fixe´es par leur
racine. Les dents infe´rieures sont innerve´es par le nerf alve´olaire, qui passe dans le canal
alve´olaire situe´ a` proximite´ des racines des dents, a` l’inte´rieur de l’os poreux. Les dents
supe´rieures sont innerve´es par le nerf maxillaire, qui passe a` proximite´ du nez, avant de
se ramifier pour atteindre les racines des dents. Enfin, les sinus sont situe´s a` proximite´
directe des dents supe´rieures.
1.3.2 Les prothe`ses dentaires
Les prothe`se dentaires forment le type le plus ancien, le plus simple et le plus connu
de dents artificielles. Ces syste`mes reproduisent la partie visible de la dent et permettent
ainsi de retrouver les fonctions de mastication et le sourire. On en distingue plusieurs
grands types [Asse´mat-Tessandier and Amzalag, 1993] (voir figure 1.3) :
– Les bridges, qui reposent sur les dents restantes.
– Les stellites qui reposent sur la gencive et sont cale´es sur les dents restantes.
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Fig. 1.2 – Les zones a` risques pour l’implantologie dentaire : les nerfs et sinus au-dessus
du maxillaire (a` gauche) et le nerf et son canal dans la mandibule (a` droite)
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Fig. 1.3 – Les 3 grands types de prothe`ses dentaires : de gauche a` droite, Bridge, Stellite
et Dentier
Fig. 1.4 – Illustration de la fonte osseuse chez un patient totalement e´dente´
– Les dentiers, qui reposent directement sur la gencive, et conviennent aux e´dentations
totales.
Ces prothe`ses sont relativement peu one´reuses, simples a` poser, mais pre´sentent les
de´fauts suivants :
– Ne´cessite´ d’un entretien : ces prothe`ses doivent eˆtre entretenues avec soin. Il faut en
particulier les enlever et les nettoyer tous les jours.
– Proble`me de la fonte osseuse : l’os de la maˆchoire a tendance a` fondre lorsqu’il n’est
plus stimule´, entraˆınant certaines complications [Schnebelen, 1995]. Cela arrive tre`s
souvent avec les prothe`ses, car elles ne reproduisent pas la racine de la dent et ne
communiquent donc pas les efforts de mastication a` l’os de la maˆchoire.
– Manque de confort : le dentier est le moins confortable. En effet, il repose sur la
gencive, qui est un tissu relativement mou, et n’est donc pas parfaitement fixe´,
entraˆınant une geˆne lors de la mastication. Cette geˆne s’aggrave lorsque l’e´paisseur
de la gencive augmente, suite a` la fonte osseuse.
Pour pallier ces de´fauts, un autre type de dents artificielles, base´ sur un principe
totalement diffe´rent, est apparu.
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Fig. 1.5 – Coupe sche´matique d’un implant dentaire (a` gauche) et vue de la racine d’un
implant (a` droite)
1.3.3 Les implants dentaires
Les implants dentaires modernes ont e´te´ mis au point par Bra¨nemark, en Sue`de, a` la
fin des anne´es 60 [Branemark et al., 1969]. Ils ont permis, en reproduisant la structure
comple`te de la dent, d’e´liminer les de´fauts des prothe`ses. Ils sont cependant nettement
plus couˆteux et plus difficiles a` poser. Ils n’ont donc pas remplace´ les prothe`ses, mais sont
plutoˆt une alternative re´serve´e a` une population aise´e.
L’implant est constitue´, a` l’image de la dent re´elle, d’une racine solidement ancre´e
dans la maˆchoire (voir figure 1.5), sur laquelle repose la partie apparente. Cette racine est
une vis de titane, mate´riau qui posse`de une proprie´te´ fondamentale : l’osse´o-inte´gration
[Branemark et al., 1985]. Ceci signifie que, une fois pose´e, l’os va se reformer autour de la
vis pour e´pouser parfaitement ses contours. Ainsi, les risques de rejets sont pratiquement
inexistants, et la solidite´ de l’implant est optimale.
1.3.4 Pose d’un implant
La racine de l’implant doit eˆtre visse´e dans la maˆchoire. Il faut donc au pre´alable creu-
ser le trou ad-hoc. Le choix de l’axe n’est cependant pas chose facile [Asse´mat-Tessandier
and Amzalag, 1993; Hobkirk and Havthoulas, 1998; Taylor, 1998]. Il doit en effet reposer
sur deux galettes d’os dur, pour encaisser correctement les importants efforts de la mas-
tication. Or l’os de la maˆchoire est poreux a` l’inte´rieur, et ne peut donc offrir une assise
suffisante que lorsqu’il est traverse´ de part en part. Il faut de plus obligatoirement e´viter
le nerf dentaire qui passe a` l’inte´rieur de l’os de la maˆchoire infe´rieure, et les sinus situe´s
juste au dessus de l’os de la maˆchoire supe´rieure.
Le chirurgien-dentiste doit donc pouvoir situer l’os dur et les zones a` risque avant
d’ope´rer. Pour cela il utilise une radio panoramique (voir figure 1.6) dans les cas les plus
simples, ou, en ge´ne´ral, un scanner X (i.e une radio en 3 dimensions, voir figure 1.7) re´alise´
avant l’ope´ration, sur lequel il peut pre´parer son geste en trouvant le meilleur axe pour
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Fig. 1.6 – Radio panoramique
l’implant [Abrahams and Kalyanpur, 1995; Bellaiche and Doyon, 1992; Rothman et al.,
1987; Vannier et al., 1997; Jacobs and van Steenberghe, 1998; Quirynen et al., 1990]. La
pose de l’implant ne´cessite alors plusieurs e´tapes re´parties sur plusieurs mois : la premie`re,
la seule ve´ritablement lourde et difficile, est celle du forage de l’axe et de la pose de la
racine de l’implant. Apre`s cette ope´ration et quelques visites de routine 1, il faut attendre
quelques mois, temps ne´cessaire a` l’os pour inte´grer parfaitement la racine en titane, et
le chirurgien peut enfin re´-ouvrir la gencive et remplacer la vis fixe´e provisoirement au
sommet de la racine par la fausse dent (ou le dentier) de´finitive. Le patient doit au final
effectuer en moyenne 8 visites re´parties sur un peu moins d’un an.
1.3.5 Forage de l’axe
Pour pouvoir se situer sur la maˆchoire du patient par rapport au scanner, l’œil du
chirurgien-dentiste est son seul secours, et il est pratiquement toujours oblige´ d’ouvrir la
gencive pour voir aﬄeurer l’os, et pouvoir ainsi ajuster son placement. L’axe est alors
perce´, puis la racine de l’implant est pose´e, et munie d’une vis provisoire. La gencive est
suture´e, et apre`s une heure passe´e en salle ste´rile, le patient peut se relever. L’ope´ration,
relativement courte et simple, peut conside´rablement se compliquer en cas d’erreur de
vise´e. Si un trou est mal perce´, il faut en ge´ne´ral compter plusieurs heures de travail...
Certains chirurgiens utilisent un guide chirurgical appele´ gouttie`re [Hussaini and Ca-
nela Pichardo, 1997; Sicilia et al., 1998; Fortin et al., 1995] (voir figure 1.8). Celle-ci est
1. pour enlever les points de suture de la gencive, re´aliser des moulages des dents restantes, pre´parer
les futures dents artificielles, essayer celles-ci, ...
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Fig. 1.7 – Scanner d’un maxillaire (partie haute) et d’une mandibule (partie basse)
re´alise´e de la manie`re suivante : on effectue dans un premier temps un moulage de la
maˆchoire du patient. On tire de ce moulage une re´plique en plaˆtre de la maˆchoire et son
comple´mentaire, un moule en plastique qui s’adapte parfaitement sur la maˆchoire. Le per-
cement des axes se fait alors dans le moule en plastique replace´ sur le plaˆtre. On place et
on fixe des tubes dans les trous ainsi perce´s pour obtenir le guide chirurgical proprement-
dit. Le chirurgien dentiste n’a alors plus qu’a` le replacer sur la maˆchoire du patient, et
percer a` l’inte´rieur des tubes. Une telle approche permet de ne pas avoir a` ouvrir la gen-
cive, et donc de raccourcir le temps de l’ope´ration, et ainsi la quantite´ d’anesthe´siants et
le traumatisme ope´ratoire. Elle ne peut en revanche eˆtre applique´e que lorsque le guide
chirurgical peut eˆtre construit avec pre´cision (i.e. dans les cas les plus simples, car il est
moins facile de se repe´rer sur le plaˆtre que sur la ve´ritable maˆchoire) et lorsqu’elle ne rend
pas le site ope´ratoire inaccessible (ce qui est souvent le cas avec les molaires).
A l’heure actuelle, il semble que les taux de re´ussites des ope´rations d’implantologie
soit de l’ordre de 95%, mais les re´sultats sont tre`s variables en fonction de la position de
la zone traite´e et de la qualite´ de l’os de la maˆchoire [Branemark et al., 1977; Bass, 1991;
Eckert and Wollan, 1998].
8
1.3. Implantologie dentaire assiste´e par ordinateur
Fig. 1.8 – Gouttie`re (guide chirurgical utilise´ pour le forage de l’axe des implants den-
taires) sur la copie plaˆtre d’une maˆchoire
1.3.6 Implantologie assiste´e par ordinateur
L’implantologie dentaire assiste´e par ordinateur [Abrahams and Kalyanpur, 1995] est
apparue au de´but des anne´es 90 2, et s’est focalise´e sur le forage de l’axe. Elle a, dans
un premier temps, offert des logiciels permettant de visualiser les scanners a` l’e´cran. Les
logiciels se sont alors enrichis de nombreuses fonctionnalite´s concernant :
– la visualisation des scanners en 2D : a` la simple visualisation suivant les plans de
coupes xy (les coupes horizontales, appele´es coupes axiales), yz et xz dans le scanner,
se sont ajoute´es des fonctions plus e´volue´es, permettant par exemple l’interpolation
de coupes ou de radios suivant un plan quelconque. Les dentistes utilisent en parti-
culier le “plan panoramique”qui est vertical et longe “l’axe panoramique” (i.e. l’axe 3
me´dian de la maˆchoire dans une coupe axiale) et les coupes sagittales de´finies comme
les coupes verticales et perpendiculaires a` l’axe panoramique 4.
– la visualisation des scanners en 3D : elle a commence´ par le rendu surfacique, dans
des logiciels permettant de segmenter la surface des diffe´rents tissus visibles dans
le scanner, et de les visualiser en 3D. Les logiciels les plus re´cents permettent aussi
un rendu volumique. Pre´cisons cependant que les chirurgiens pre´fe`rent le travail en
2D, car il permet un placement pre´cis, et n’utilisent en ge´ne´ral la 3D que pour la
ve´rification ou pour le choix de plan de coupes virtuels pour leur travail en 2D.
– l’implantologie virtuelle : elle est vite apparue pour re´pondre au ve´ritable besoin du
2. Il existe a` l’heure actuelle une demi-douzaine de logiciels diffe´rents, parmi lesquels Simplant et
DentaPC [Dutreuil, 2001, Section 3.2.2.1].
3. Le terme axe est bien suˆr abusif, car il ne s’agit pas d’une ligne droite. Dans les logiciels, il est en
ge´ne´ral mode´lise´ par une spline plane.
4. Le terme de coupe sagittale est lui aussi un peu abusif, car il ne correspond pas a` la notion classique
de coupe sagittale, i.e. de coupe verticale d’avant en arrie`re.
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Fig. 1.9 – Captures d’e´crans du logiciel de planification de VirtualScope, illustrant dif-
fe´rentes fonctionnalite´s sur un scanner contenant beaucoup d’artefacts (d’ou` les traces
informes en haut des dents).
A gauche : visualisation des coupes panoramiques (en bas), des coupes sagittales (a` droite)
et du mode`le surfacique 3D (en jaune la surface des dents, en rouge le canal du nerf den-
taire).
A droite : implantologie virtuelle, avec en particulier la se´lection de l’implant et la visua-
lisation en 3D et 2D au voisinage de l’axe.
chirurgien : pouvoir placer efficacement son implant. On a donc rajoute´ des fonctions
permettant le choix et le placement des implants, et on a fait apparaˆıtre ces implants
virtuels dans la visualisation. On a ensuite adapte´ les fonctions d’interpolation de
vues 2D pour examiner ce qui se passe au voisinage de l’implant. Enfin l’ordinateur
s’est permis de donner son avis sur le placement de l’implant : soit en ve´rifiant que
les zones a` risques ne sont pas touche´es (ce qu’un chirurgien sait de´ja` tre`s bien
faire), soit en effectuant un calcul d’effort par une me´thode de type e´le´ments finis,
et ve´rifier ainsi la solidite´ de l’implant (ce qu’un chirurgien a beaucoup plus de mal
a` faire).
– la prothe`se virtuelle : elle est venue s’ajouter a` tous les e´le´ments pre´ce´dents pour
permettre la conception assiste´e par ordinateur (CAO) des dents prothe´tiques, et
leur fabrication par des machines outils nume´riques. Notons que la difficulte´ dans la
conception de ces dents est le respect des contraintes d’occlusion, i.e. de l’emboˆıte-
ment des deux maˆchoires lorsque la bouche se ferme, qui exige un ajustement a` 50
microns .
Mais toutes ces ame´liorations n’ont pas re´solu le plus gros proble`me des chirurgiens :
respecter lors de l’acte chirurgical le placement pre´vu sur le scanner. Ce proble`me de
guidage chirurgical a rec¸u une premie`re re´ponse avec des syste`mes robotise´s permettant
la re´alisation automatique des gouttie`res a` partir de l’implantologie virtuelle. Plusieurs ont
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e´te´ mis au point 5, mais sont limite´s par les proble`mes spe´cifiques des gouttie`res (ne´cessite´
d’avoir encore des dents, impossibilite´ d’atteindre les molaires) et par un certain manque
de pre´cision (duˆ a` la fois aux me´thodes de recalage employe´es et aux imperfections du
replacement de la gouttie`re sur la maˆchoire).
Aucun syste`me de guidage chirurgical direct n’a encore e´te´ valide´. Le projet Virtual-
Scope est peut-eˆtre la tentative la plus avance´e dans ce sens 6.
1.4 Le projet VirtualScope
Le projet VirtualScope de la socie´te´ AREALL [Etienne and al., 2000] se donne pour but
de guider le chirurgien dentiste pendant l’ope´ration, sans utiliser de gouttie`re. Pour cela,
la perceuse est fixe´e a` un syste`me capable de suivre la trajectoire de l’outil (un syste`me
optique, voir figure 1.10), et un ordinateur doit indiquer au praticien quelle est sa position
par rapport a` l’axe pre´vu, en faisant le lien entre les coordonne´es des points de l’os de la
maˆchoire dans l’image scanner (ou` le chirurgien a place´ son axe avant l’ope´ration) et dans
le repe`re du syste`me de localisation des outils. L’os de la maˆchoire e´tant inde´formable, les
deux syste`mes de coordonne´es sont relie´s par une transformation rigide (une translation
et une rotation), que nous devons estimer. Il s’agit donc d’un proble`me de recalage 7 rigide
per-ope´ratoire. Nous allons pre´ciser ici les attentes auxquelles il doit re´pondre, et re´sumer
ainsi le “cahier des charges” qui a guide´ ce travail de the`se.
1.4.1 Re´sultat cherche´
Il s’agit de la close la plus importante de notre cahier des charges. Le but du projet
VirtualScope est d’atteindre une pre´cision finale de l’ordre de 1 mm. Les sources d’im-
pre´cisions e´tant nombreuses et cumulatives (impre´cision du syste`me de localisation des
outils, impre´cision du syste`me de suivi du mouvement du patient, ...), nous devons fournir
une transformation rigide laissant une impre´cision de l’ordre de 0.3 mm dans la zone de
l’ope´ration.
Cette pre´cision de´pendra surtout des donne´es per-ope´ratoires. L’ide´al serait d’eˆtre ca-
pable de pre´voir“en ligne” la pre´cision du recalage en fonction de celle-ci. Ceci permettrait,
si elle est insuffisante, de demander de refaire ou de continuer l’acquisition des donne´es
5. Notamment par Praxim (issu du TIMC a` l’universite´ de Grenoble) et Materialise [Dutreuil, 2001,
Section 3.2.2.2].
6. Nous n’avons entendu parle´ que d’un seul projet comparable, DenX [Shapira, 2002]. Celui-ci est
base´ sur un recalage de marqueurs et sa pre´cision est donc intrinse`quement limite´e.
7. De manie`re ge´ne´rale, le recalage est la recherche de la transformation se´parant deux acquisitions
d’un meˆme objet. On parlera de recalage multiple lorsque l’on dispose d’un nombre supe´rieur d’images
[Bergevin et al., 1996; Stoddart and Hilton, 1996]. Nous n’aborderons pas ce sujet dans cette the`se, et
conseillons [Ben-Jemaa, 1998; Cunnington and Stoddart, 1999] au lecteur qui s’y inte´resserait.
11
Chapitre 1. Introduction
Fig. 1.10 – Le syste`me VirtualScope pour le guidage per-ope´ratoire tel que pre´sente´ au
salon de l’Association Dentaire Franc¸aise. On distingue le syste`me de suivi optique de
l’outil (avec les came´ras en haut de la potence et les cibles fixe´es a` l’outil) et du patient
(avec les cibles fixe´es a` la maˆchoire), et l’e´cran de controˆle.
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per-ope´ratoires. La question se pose aussi de la liberte´ laisse´e au chirurgien dans la re´-
partition des donne´es per-ope´ratoires : celles-ci doivent-elles avoir une forme particulie`re?
Si oui, cette forme doit-elle eˆtre donne´e par une heuristique (e.g. “il vaut mieux prendre
des points sur les zones caracte´ristiques que sur les zones plates”) ou par un calcul de
pre´diction “en ligne”?
1.4.2 Travail pre´-ope´ratoire
Le travail avant l’ope´ration pose peu de contraintes : peu ou pas de contraintes de
temps de calcul, la possibilite´ de mettre le chirurgien a` partie pour aider a` initialiser le
recalage et pour ve´rifier la qualite´ du re´sultat. Autrement dit, on s’autorise une certaine
interactivite´, limite´e par les talents informatiques du praticien, et un certain manque de
robustesse. Les contraintes sur la pre´cision restent, quant-a`-elles, toujours d’actualite´.
1.4.3 Travail per-ope´ratoire
Pendant l’ope´ration, les contraintes deviennent importantes. Les mains du chirurgien
ne peuvent toucher que des objets ste´rilise´s. Il ne lui reste que les pieds pour commander, a`
l’aide de pe´dales, les appareils (perceuse, mais aussi fauteuil, et dans notre cas, ordinateur).
Cela limite grandement les possibilite´s d’interactivite´.
Il sera aussi difficile d’effectuer une ve´rification du re´sultat. Il faut donc eˆtre par-
faitement robuste : eˆtre capable d’indiquer au chirurgien lorsque le recalage a pu poser
proble`me et peut se re´ve´ler mauvais, tout en s’efforc¸ant de rendre ces proble`mes aussi
rares que possible.
Dernie`re contrainte, importante, celle du temps de calcul : il ne doit pas de´passer
quelques minutes.
1.5 Donne´es
Nous allons ici pre´senter les donne´es utilise´es pour faire les recalages. Toutes ces don-
ne´es ont e´te´ fournies par AREALL. Pre´cisons que nous avons utilise´ pour certaines expe´-
riences des donne´es acquises sur des maˆchoires se`ches.
Il existe trois types de donne´es : deux en pre´-ope´ratoire (le scanner bien suˆr, mais aussi
une image 2D 1/2), et un en per-ope´ratoire (des nuages de points).
1.5.1 Image 3D : Scanner X et segmentation
Le premier type d’image disponible, avant l’ope´ration, est le scanner X sur lequel est
re´alise´ la planification. Il s’agit d’une image volumique pre´cise (la taille des voxels dans
les images habituelles est de 0.25x0.25x0.5 mm) et peu bruite´e.
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Comme nous le verrons, le recalage est base´ sur une technique purement ge´ome´trique,
qui ne´cessite de segmenter l’os de la maˆchoire dans le scanner. Nous avons donc mis au
point une telle me´thode de segmentation. Cette technique e´tant tre`s classique, nous ne
donnerons que son principe ge´ne´ral.
Elle est base´e sur l’algorithme du “Marching-Cube” [Lorensen and Cline, 1987], qui
permet d’extraire une iso-surface dans une image volumique. On extrait en l’occurrence
la surface ou` le laplacien de l’intensite´ est nul, i.e. la surface ou` la variation d’intensite´
est la plus grande. Il s’agit bien entendu de l’interface entre plusieurs tissus, et on isole la
surface de l’os en se restreignant aux zones de l’image ou` l’intensite´ est compatible avec
celle de l’os. Enfin, on ne garde que la plus grande partie connexe de l’ensemble ainsi
obtenu pour se de´barrasser des morceaux de surfaces parasites.
Les nuages ainsi obtenus contiennent 50.000 a` 100.000 points relie´s par des triangles,
et on peut de plus calculer directement la normale en chaque point en utilisant le gradient
de l’intensite´ dans l’image, qui indique la direction ou` l’intensite´ augmente le plus vite,
qui est la direction perpendiculaire a` la surface (voir figure 1.11).
Ces nuages sont en temps normal pre´cis (l’e´cart-type sur la position des points est
infe´rieur au voxel et il y a peu de points aberrants), mais les choses se compliquent
lorsque le scanner contient des artefacts. Ceux-ci sont ge´ne´re´s par les me´taux utilise´s
dans certains plombages et couronnes 8, et se manifestent par un “rayonnement” autour
de ces me´taux dans chaque coupe (voir figure 1.11 bas-gauche). Ils sont donc limite´s aux
coupes situe´es au-dessus de la gencive (la` ou` on trouve des plombages et couronnes), et
ont pour conse´quence de de´former (cf la base de la canine gauche, figure 1.11 bas-droite)
voire de faire disparaˆıtre la surface des dents (cf la base des pre´molaires gauche), et de
ge´ne´rer des surfaces aberrantes, en ge´ne´ral plus torture´es que la vrai surface des dents (cf
la partie supe´rieure de la molaire gauche), ce qui pourrait permettre de les reconnaˆıtre et
les supprimer par un algorithme de nettoyage ad-hoc. En attendant, il faudra prendre en
compte ces de´fauts dans le recalage.
1.5.2 Image 2D 1/2 : Picza
C’est pre´cise´ment pour ne pas eˆtre tributaires des artefacts que l’on a parfois utilise´
une deuxie`me image pre´-ope´ratoire pour la fusionner avec la premie`re : une acquisition
2D 1/2 d’un moulage de la maˆchoire. Cette acquisition peut se faire a` l’aide d’un capteur
me´canique (Picza) ou optique (te´le´me`tre laser), qui vient mesurer la hauteur du moulage
sur une grille horizontale re´gulie`re avec un pas d’e´chantillonnage de l’ordre de 0.2mm. Les
nuages de points ainsi obtenus sont structure´s, mais ne sont assortis d’aucune information
sur les normales. Le nombre de points est de l’ordre de 50.000 (voir figure 1.12).
Ces nuages sont de bonne qualite´ (la pre´cision est de l’ordre de 0.1mm, il n’y a aucun
8. Les racines des implants, en titane, ne produisent pas d’artefacts.
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Fig. 1.11 – Scanner (a` gauche) et os segmente´ dans ce scanner (a` droite) : cas propre (en
haut), cas avec artefacts (en bas)
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Fig. 1.12 – Image 2D1/2 de la maˆchoire, obtenue avec un capteur Picza
point aberrant), mais pre´sentent deux de´fauts qu’il faudra prendre en compte dans les
algorithmes :
– L’absence de points dans les surplombs : comme on mesure les points par le haut
suivant une grille re´gulie`re dans un plan horizontal, on ne mesurera que peu de
points dans les zones presque verticales, et aucun point dans les surplombs.
– La pre´sence de la gencive : comme l’acquisition est faite sur un moulage de la maˆ-
choire, elle correspond a` la surface apparente des dents et la surface de la gencive.
Elle ne correspond donc que partiellement aux autres acquisitions qui se font sur
l’os, i.e. sur la surface apparente des dents et la surface cache´e de l’os de la maˆchoire.
1.5.3 Pointe´s per-ope´ratoires
Enfin, pendant l’ope´ration, nous disposons d’une sonde ultra-sonore fixe´e a` un syste`me
de localisation optique et permettant d’aller mesurer la profondeur de l’os. Ce syste`me
permet donc d’acque´rir des coordonne´es de points a` la surface de l’os. Il existe deux modes
de fonctionnement (voir figure 1.13) :
– En mode contact : l’acquisition se fait point a` point, a` chaque fois que la sonde est
en contact avec l’os ou la gencive. On obtient ainsi des nuages contenant, en fonction
de la patience du manipulateur, quelques dizaines a` quelques centaines de points.
– En mode rafale : l’acquisition se fait alors suivant un pas de temps fixe´. On obtient
ainsi des rafales de points.
La sonde doit eˆtre a` peu pre`s perpendiculaire a` la surface de l’os pour fonctionner, et on
peut ainsi conside´rer l’orientation de la sonde comme une approximation grossie`re de la
normale a` la surface.
En revanche, ces nuages de points, pourtant pris sur une surface, ne sont pas struc-
ture´s (dans le cas des rafales, il s’agit tout de meˆme de courbes. Mais la finesse du pas
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Fig. 1.13 – Nuages de points per-ope´ratoires recale´s sur l’os, en mode contact sur les dents
(a` gauche) et en mode rafale sur l’os (a` droite)
d’e´chantillonnage par rapport au bruit de mesure leur donne plutoˆt une apparence de
paˆte´s). Il est difficile de calculer des informations diffe´rentielles (normale, courbures de la
surface) avec de tels nuages.
Enfin, ces nuages sont de bonne qualite´ (pre´cision de l’ordre de 0.2mm, parfois quelques
points aberrants correspondant a` des de´clenchements intempestifs de la sonde), mais
l’e´chantillonnage peut eˆtre tre`s irre´gulier en mode rafale lorsque la vitesse de de´place-
ment de la sonde est elle-meˆme irre´gulie`re, ce qu’il faudra prendre en compte dans les
algorithmes.
1.6 Choix de la me´thode de recalage
Il existe plusieurs strate´gies pour effectuer un recalage rigide, base´es sur diffe´rentes
manie`res d’utiliser l’information disponible dans les donne´es. Chaque strate´gie est cepen-
dant lourde a` mettre en place, ne´cessitant plusieurs mois de de´veloppements et de mise au
point. Nous avons donc de´cide´ de privile´gier une seule strate´gie durant cette the`se. Nous
expliquons ici pourquoi cette strate´gie a e´te´ choisie, mais pre´sentons aussi d’autres pistes,
base´es sur des ide´es totalement diffe´rentes, qu’il faudra peut-eˆtre e´tudier par la suite. Le
lecteur pourra se reporter a` [Audette et al., 2000] ou [Maintz and Viergever, 1998] pour
un e´tat de l’art plus complet.
1.6.1 Recalage base´ sur les points
La me´thode retenue s’appuie sur un recalage purement ge´ome´trique, dont la carac-
te´ristique principale est de n’utiliser que l’information sur la position (et e´ventuellement
l’orientation de la normale) des points. On distingue deux grandes classes d’algorithmes
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de ce type :
– Les algorithmes de recalage d’amers : les points sont peu nombreux et se corres-
pondent, et on peut alors traiter le proble`me du recalage avec des algorithmes spe´-
cifiques [Zhang, 1993].
– Les algorithmes de recalage de formes libres : les points ne se correspondent plus
ne´cessairement comme dans notre cas, ou` l’on travaille sur des surfaces e´chantillon-
ne´es.
Le principal algorithme permettant de faire ce dernier type de recalage est l’ICP [Besl
and McKay, 1992; Zhang, 1992; Zhang, 1994; Chen and Medioni, 1992], qui pre´sente de
nombreux avantages : il s’agit d’un algorithme simple, peu exigeant en terme de me´moire,
rapide, et se preˆtant bien a` de multiples variantes (voir chapitre 3) permettant de l’adapter
a` chaque cas particulier. Il faut de plus noter que d’inte´ressants travaux the´oriques ont e´te´
re´alise´s, mettant en e´vidence de bonnes proprie´te´s de convergence, et abordant le difficile
proble`me de la pre´diction de l’incertitude sur le re´sultat final. Seul point noir au tableau,
l’ICP est peu robuste, il exige une bonne initialisation pour converger correctement, et il
est parfois difficile de reconnaˆıtre une mauvaise d’une bonne convergence.
Enfin, on peut remarquer que si cet algorithme est parfaitement adapte´ aux deux
derniers types de donne´es, il ne correspond en revanche pas au premier type de donne´es,
le scanner. Pour l’utiliser, on peut envisager deux strate´gies diffe´rentes. La premie`re passe
par une segmentation pre´alable de la surface des dents dans le scanner. Il s’agit de la
technique utilise´e actuellement. La seconde technique, plus lourde, consisterait a` utiliser
l’image telle quelle pendant le recalage, cherchant au coup par coup l’interface des dents
a` proximite´ d’un point donne´, en examinant, par exemple, le profil d’intensite´ dans l’axe
de la normale. De telles techniques sont justement utilise´es pour la segmentation du foie
[Delingette, 1999]. Elles nous ont semble´ inadapte´es dans notre cas, car la segmentation
est aise´e, et permet de condenser conside´rablement l’information disponible dans l’image
scanner, en ne gardant que l’information ve´ritablement inte´ressante, i.e. la surface des
dents.
1.6.2 Recalage base´ sur les invariants ge´ome´triques
Il s’agit, pour ce genre de me´thodes, d’utiliser l’information invariante pour mettre
en correspondance diffe´rents points ou parties de l’image. Ces informations peuvent eˆtre
disponibles directement dans l’image, comme les courbures de la surface sous-jacente en
un point [Duncan et al., 1991; Gue´ziec and Ayache, 1991; Gue´ziec and Ayache, 1994;
Feldmar and Ayache, 1996], que nous pouvons calculer lors de la segmentation du scanner.
Nous ne pouvons en revanche calculer que tre`s grossie`rement ces informations pour le
Picza, et ne pouvons du tout le faire pour les pointe´s. Cette me´thode n’est donc pas
adapte´e.
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On peut envisager de fabriquer des invariants de manie`re artificielle, en recherchant par
exemple les droites qui sont tangentes ou normales a` la surface en deux points (appele´es bi-
normales ou bi-tangentes) [Feldmar et al., 1997a]. Cette recherche est cependant difficile,
et nous n’avons donc pas explore´ cette voie, inapplicable de toute fac¸on au recalage avec
les pointe´s per-ope´ratoires.
1.6.3 Recalage base´ sur la forme globale
Il existe des techniques de vision par ordinateur permettant de recaler deux surfaces ou
volumes en prenant en compte leur forme globale [Johnson and Hebert, 1998; Campbell
and Flynn, 1999]. Elles seraient dans notre cas intrinse`quement peu pre´cises, car les formes
globales de nos nuages sont diffe´rentes a` cause des points aberrants et des occlusions.
1.6.4 Recalage base´ sur un mode`le ge´ome´trique
On peut enfin envisager de recaler chacun des deux nuages de points issus de la maˆ-
choire sur un meˆme mode`le ge´ome´trique de cette maˆchoire [McInerney and Terzopoulos,
1996; Sethian, 1996; Montagnat and Delingette, 2001], puis en de´duire la transformation
se´parant les deux nuages de points. Elles exigent de plus de mettre en place un mode`le, ce
qui paraˆıt difficile dans le cas des maˆchoires, extreˆmement variables d’un sujet a` l’autre.
1.6.5 Recalage iconique
Il s’agit de me´thodes plus re´centes, base´es sur l’information d’intensite´ pre´sente dans
les images [Roche, 2001]. On pourrait envisager d’utiliser de telles techniques, a` condition
de cre´er une image volumique a` partir des nuages de points issus du Picza ou de notre mo-
dalite´ per-ope´ratoire. Cela reviendrait a` augmenter conside´rablement la taille des donne´es,
et me`nerait a` des algorithmes plus lourds et donc plus lents.
1.7 Proble´matique de la the`se et organisation du me´-
moire
Pour re´sumer, la principale proble´matique de cette the`se est la mise au point d’un al-
gorithme de recalage rigide de surfaces e´chantillonne´es qui sera utilise´ dans des conditions
cliniques. On doit donc maˆıtriser sa robustesse (i.e. sa capacite´ a` trouver une transforma-
tion pertinente en fonction de la qualite´ de la transformation initiale), sa pre´cision et sa
vitesse d’exe´cution. Les proble´matiques secondaires sont :
– la pre´diction the´orique de l’incertitude des recalages et son application au guidage
de l’acquisition des points per-ope´ratoires.
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– le nettoyage (“lissage”) des nuages de points (qui pourrait permettre d’e´liminer les
artefacts dans les scanners), la reconstruction (au sens structuration) de nuages de
points provenant de courbes ou de surfaces (qui pourra eˆtre utile pour les rafales
de points per-ope´ratoires) et la fusion de surfaces (qui permettra de fusionner les
surfaces du Picza et du scanner en pre´-ope´ratoire).
Dans tous les cas, il faut tenir compte des diffe´rents types de donne´es, de leur aspect
bruite´, et des proble`mes spe´cifiques qu’elles peuvent poser (pre´sence de points aberrants
sur certains scanners segmente´s, pre´sence de la gencive et absence d’information dans
les surplombs sur les Piczas, absence de structuration sur les pointe´s per-ope´ratoires,
e´chantillonnage tre`s irre´gulier sur les pointe´s en mode rafale).
Cette omni-pre´sence des proble`mes de bruit, de pre´cision et de robustesse nous a
oriente´s vers deux grands types de me´thodes :
– Les me´thodes de statistiques baye´siennes : elles permettent de prendre intrinse`que-
ment en compte la pre´sence de bruit. Elles permettent de plus de manier les notions
de pre´cision.
– Les me´thodes multi-e´chelles utilise´es sur les images volumiques : elles se sont mon-
tre´es particulie`rement efficaces pour ame´liorer la robustesse et le temps de calcul
des algorithmes.
Or il est parfois possible de meˆler ces deux approches : une fois la me´thode baye´sienne
mise au point, il suffit d’appliquer un coefficient d’e´chelle aux variances des mode`les de
bruits qu’elle fait intervenir pour obtenir une me´thode qui peut s’apparenter aux me´thodes
multi-e´chelles (mais n’en n’est pas force´ment une). Notre approche ge´ne´rale sera donc la
suivante :
– Formaliser le proble`me en termes probabilistes.
– Le re´soudre par une approche baye´sienne (Maximum A Posteriori, Maximum de
Vraisemblance ou EM).
– Appliquer un coefficient d’e´chelle aux mode`les de bruit, et voir si l’algorithme ainsi
adapte´ pre´sente effectivement les proprie´te´s d’une approche multi-e´chelle.
Pour le recalage, l’algorithme ICP semble eˆtre le meilleur point de de´part, mais pre´sente
de gros proble`mes de robustesse, et une impre´cision et un temps de calcul un peu trop
e´leve´. Nous lui appliquerons donc notre approche en nous basant dans un premier temps
sur des mode`les de bruits gaussiens, qui permettent une formulation simple :
– Le chapitre 3 pre´sente l’e´tat de l’art sur l’ICP et ses nombreuses variantes.
– Le chapitre 4 applique notre de´marche a` l’ICP, ce qui permet d’obtenir l’ICP/EM
multi-e´chelle pour le recalage de points identifie´s.
– Le chapitre 5 pre´sente quelques variantes simples de l’ICP/EM spe´cialement de´die´es
aux surfaces. Il se consacre aussi a` la pre´diction the´orique de la pre´cision de ces
algorithmes.
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Une fois les algorithmes de recalage mis au point, il faut pouvoir comparer expe´rimenta-
lement les diffe´rentes variantes, re´gler les parame`tres, et valider les me´thodes en vue de
leur application clinique. Le chapitre 6 pre´sente donc les techniques (elles-aussi de nature
statistiques) d’e´valuation expe´rimentale de la robustesse et la pre´cision des algorithmes
de recalage rigide, et leurs applications (optimisation et validation du recalage pour une
application clinique donne´e).
Bien que les re´sultats ainsi obtenus soient satisfaisants pour le recalage dans Virtual-
Scope, ils ne re´pondent pas totalement a` notre proble´matique, pour deux raisons :
– Ils s’appuient sur un mode`le de bruit gaussien trop simple pour les surfaces, et ne
sont donc pas satisfaisants d’un point de vue the´orique.
– Ils n’abordent absolument pas les proble`mes du nettoyage, de la reconstruction et
de la fusion des surfaces e´chantillonne´es.
Nous avons donc poursuivi ce travail de the`se en attaquant le premier point, d’une part
pour l’appliquer au recalage, d’autre part dans l’espoir (fonde´ sur les remarquables succe`s
de travaux ante´rieurs) qu’il nous permette de de´river des algorithmes pour le second point.
Nous avons donc e´tudie´ des mode`les de bruits pour les surfaces e´chantillonne´es et bruite´es
en nous basant sur l’e´le´ment e´le´mentaire de ces surfaces, le point semi-oriente´ ale´atoire
(qui repre´sente un point de la surface et la normale a` la surface en ce point) :
– Le chapitre 7 pre´sente les outils de statistiques exactes et approche´es que nous
utiliserons sur les normales ale´atoires. Il trouve une premie`re application dans l’in-
terpolation des normales sur un nuage de points non-structure´ et non-oriente´ issu
d’une surface.
– Le chapitre 8 pre´sente les points semi-oriente´s ale´atoires et des mode`les probabilistes
d’e´le´ments de surface. Il les applique au recalage, et met en perspective ces mode`les
en expliquant, dans les grandes lignes, comment ils peuvent ou pourraient eˆtre ap-
plique´s, sur la base d’un meˆme formalisme (toujours baye´sien et multi-e´chelle), a`
d’autres proble`mes que le recalage, tels que le nettoyage, la reconstruction, la fusion
et la comple´tion de courbes et de surfaces.
1.8 Contributions et publications
Les contributions de ce travail de the`se sont les suivantes :
– Le chapitre 4 regroupe et comple`te les travaux sur la formalisation statistique de
l’ICP et la mise au point de l’ICP/EM [Chui and Rangarajan, 2000; Wells, 1997].
L’interpre´tation de l’ICP/EM comme un algorithme multi-e´chelle, la preuve de son
comportement pour des e´chelles extreˆmes et son association a` une de´cimation spe´-
cialement adapte´e sont originales. Ces travaux ont donne´ lieu a` des publications
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dans les confe´rences MICCAI’01 [Granger et al., 2001a] et ECCV’02 [Granger and
Pennec, 2002b].
– Les variantes de l’ICP/EM pre´sente´es dans le chapitre 5 sont originales : l’utilisa-
tion de points oriente´s (qui est de´crite dans le rapport de recherche [Granger et
al., 2001b], version e´toffe´e de [Granger et al., 2001a]), l’utilisation de points semi-
anisotropes, la correction de de´calage sur les donne´es, les me´thodes de pre´diction de
l’incertitude adapte´es aux surfaces et les me´thodes de guidage de l’acquisition (ces
deux dernie`res devraient eˆtre publie´es dans un article de revue).
– Le chapitre 6, consacre´ a` l’e´valuation expe´rimentale des algorithmes, regroupe des
ide´es existantes pour cre´er un banc de test automatique, complet et efficace. Il
permet l’optimisation automatique des parame`tres des algorithmes et les syste`mes
de se´curite´. Un article concernant l’e´tude expe´rimentale de la pre´cision a e´te´ soumis
a` la confe´rence CARS’03 [Granger et al., 2003].
– Le chapitre 7 re´sume les travaux de [Pennec, 1996], et les applique aux statistiques
rigoureuses sur les normales. La seconde partie, consacre´e aux statistiques appro-
che´es introduit un nouveau canevas the´orique permettant d’expliquer certaines heu-
ristiques utilise´es dans le domaine de la vision par ordinateur. Elle justifie en par-
ticulier la me´thode d’interpolation des normales par vote de tenseurs. Elle a donne´
lieu a` un rapport de recherche [Granger and Pennec, 2002a] et un article de revue
est en pre´paration.
– Le chapitre 8 pre´sente une manie`re d’appre´hender la notion d’e´le´ment de courbe ou
de surface ale´atoire, fortement inspire´e des travaux sur la saillance [August, 2001]
(e´tudes des me´canismes bas niveau de la vision humaine, et applications dans le
filtrage, la segmentation d’images 2D et la comple´tion de courbes en 2D) et sur le
vote de tenseurs [Me´dioni et al., 2000] (regroupement et reconstruction de courbes
et de surfaces bruite´es en 2D et 3D). Nous pre´sentons sous une forme commune 3
mode`les base´s sur ces travaux. Nous formalisons et comple´tons la notion de champ
de vote d’un point bruite´, et donnons pour la premie`re fois des formules explicites
bien qu’approximatives. Nous les confrontons aux votes empiriques observe´s sur nos
surfaces. Nous pre´sentons de nombreuses ide´es, encore incomple`tes et inapplique´es
mais qui pourraient permettre de faire de´boucher ces travaux sur une the´orie uni-
ficatrice dans le domaine de la comple´tion, la segmentation, la reconstruction et
la fusion de surfaces bruite´es. Nous pre´sentons enfin une nouvelle application, au
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Chapitre 2. Notations et glossaire
Nous pre´sentons ici les notations et termes de vocabulaire utilise´s dans cette the`se.
La lecture de ce me´moire (et en particulier de sa deuxie`me partie) pourra en outre eˆtre
facilite´e par la lecture de l’annexe C, qui rappelle les outils mathe´matiques utilise´s pour
les primitives ale´atoires (normales, transformations rigides).
2.1 Vocabulaire
L’utilisation que nous faisons de certains termes est parfois inhabituelle. Nous pre´fe´-
rons les pre´ciser ici.
Concernant les variances, nous utilisons les termes suivants :






Variance totale : La trace de la covariance, i.e. l’espe´rance de la distance carre´ :
Tr(Σxx) = E [d(x,x)
2]
E´cart-type total : La racine carre´ de la variance totale
√
Tr(Σxx)
Variance : La variance (sous entendu par direction), qui correspond au parame`tre σ2x
pour une covariance isotrope : Σxx = σ
2




E´cart-type : La racine carre´ de la variance σx =
√













, et qui dans le cas des primitives (normales, transformations
rigides, ...) est diffe´rente de la covariance (voir section 7.2.8).
Dispersion totale : La trace de la matrice de dispersion.
Dispersion : La dispersion (sous entendu par direction), qui correspond au parame`tre
δ2n pour une matrice de dispersion isotrope : ∆nn = δ
2
n.Id. La dispersion totale est
alors donne´e par Tr(∆nn) = D.δ2n
Dispersion-type : La racine carre´ de la dispersion δn =
√
δ2n
Concernant les primitives ge´ome´triques, nous utilisons les termes suivants :
Normale oriente´e (normale) : une normale, i.e. un vecteur unitaire
Normale non-oriente´e (direction) : une normale au sens pre`s (n = −n)
Point non-oriente´ : un simple point
Point semi-oriente´ : un point + une normale non-oriente´e




On utilisera les notations suivante :
Ge´ome´trie
Espaces
D dimension de l’espace euclidien de travail
E = RD Espace euclidien de travail
x point de E
D dimension de la varie´te´ diffe´rentielle (1 pour les courbes, 2 pour les surfaces, l’espace
des normales, 3 pour l’espace des rotations).
M Varie´te´ diffe´rentielle
SD−1 ensemble des normales oriente´es de RD
PD−1 ensemble des normales non-oriente´es de RD
SOD ensemble des rotations de RD
R
D × SD−1 ensemble des points oriente´s
R
D × PD−1 ensemble des points semi-oriente´es
R
D × SOD ensemble des transformations rigides
x primitive
o primitive origine




d(.,.) distance (en ge´ne´ral euclidienne) entre deux points.
D(.,.) distance entre deux primitives (suivant contexte, en ge´ne´ral carre´ de la distance
euclidienne ou distance de Mahalanobis).
Normales
n Normales
Rotations et transformations rigides
R Rotation (ou sa matrice) autour de l’origine
Ra,θ Rotation autour de l’origine d’axe a et d’angle θ
r Vecteur de la rotation autour de l’origine (r = θ.a)
T = (R,t) Transformation rigide (T ? x = Rx+ t)
t = (r,t) Vecteur d’une transformation rigide
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Tenseurs
a⊗ b = a.bt Produit tensoriel
a⊗b = at.b = Tr(a ⊗ b) Produit tensoriel contracte´, e´quivalent au produit scalaire
(a|b)
Recalage
M (resp. S) Mode`le (resp. sce`ne)
nM (resp. nS) Nombre de points dans le mode`le (resp. sce`ne)
mj (resp. si) Points du mode`le (resp. sce`ne)
nmj (resp. nsi) Normales aux points du mode`le (resp. sce`ne)
T = (R,t) Transformation rigide applique´e a` la sce`ne (T ?si = R.si+t) pour la ramener
sur le mode`le
T0 La bonne transformation
T 0 L’estime´e initiale de la transformation
emj (resp. esi) Erreur de mesure sur le point
eij(T ) Vecteur d’erreur entre deux points apparie´s : eij(T ) = T ? si −mj
Aij(T ) Matrice d’appariement
A Matrice d’appariements ale´atoire
A L’espe´rance de A (Aij Probabilite´ de l’appariement entre si et mj dans le cas non-
corre´le´)
pi L’espe´rance a-priori des appariements (piij Probabilite´ a-priori de l’appariement entre
si et mj)
Abre´viations pour les calculs de de´rive´es
sTi Raccourci pour T ? si
AT Raccourci pour A(T )








σ2 Variance sur les points (variance dans l’axe de la normale pour les bruits semi-
anisotropes)
σ2n Variance sur la normale
σ2t Variance dans la plan tangent pour les bruits semi-anisotropes
µ2max Distance de Mahalanobis maximale (ou dmax distance maximale)




Pr(A) Probabilite´ de l’e´ve`nement ale´atoire A
Pr(A|B) Probabilite´ de l’e´ve`nement ale´atoire A sachant B
p(x) Densite´ de probabilite´ de l’e´ve`nement ale´atoire x
p(x|B) Densite´ de probabilite´ de l’e´ve`nement ale´atoire x sachant B
x = E [x] Espe´rance du l’e´ve`nement ale´atoire x
µ2(x,y) = −→xyt.Σ−1xx .−→xy Distance de Mahalanobis
χ2D Loi du χ
2 a` D dimensions
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L’algorithme ICP, introduit au de´but des anne´es 90 a connu depuis un immense succe`s
dans le domaine du recalage de surfaces [Audette et al., 2000], ou` il est utilise´ dans 95%
des cas. Il a surtout connu un grand nombre de variantes. Nous n’en pre´sentons ici qu’une
partie, celles qui seront utiles pour comprendre la suite de cette the`se. Le lecteur pourra
se reporter a` [Rusinkiewicz and Levoy, 2001] pour un e´tat de l’art plus complet, et double´
d’une bonne comparaison expe´rimentale.
3.1.1 Proble´matique
Nous souhaitons recaler de manie`re rigide diffe´rents nuages de points. Ces points
peuvent eˆtre acquis de plusieurs manie`res diffe´rentes (voir section 1.5) :
– A partir d’une image volumique : il peut s’agir du re´sultat d’une segmentation ou
d’une recherche d’amers ge´ome´triques (comme les lignes de creˆtes). Ce sont donc
des nuages de points assortis de certaines informations diffe´rentielles (normale, cour-
bures), et structure´s. Dans notre cas, nous segmentons le scanner X et obtenons une
triangulation comptant une cinquantaine a` une centaine de milliers de points munis
de leurs normales, et re´partis sur les arreˆtes des voxels de l’image, donc espace´s assez
re´gulie`rement.
– A partir d’une image 2D 1/2 (“range data” en anglais) : il s’agit en ge´ne´ral de l’ac-
quisition par un appareil me´canique ou optique de la surface d’un objet (une copie
plaˆtre d’une maˆchoire dans notre cas). L’acquisition se fait en ge´ne´ral suivant une
grille re´gulie`re, et le nuage de points est donc facilement structurable. En revanche,
l’information diffe´rentielle (normale, courbures) n’est pas directement disponible, et
ne peut eˆtre que grossie`rement interpole´e. Nous utilisons pour l’instant un appareil
nomme´ Picza, appareil me´canique qui re´alise une carte des hauteurs de la maˆchoire
sur une grille re´gulie`re avec un pas variant entre 0.2 et 1mm. Le nuage obtenu compte
une cinquantaine de milliers de points pour un pas de 0.2mm.
– A partir de points e´pars : il peut s’agir de points acquis a` l’aide d’une sonde, un par
un ou en rafales. Dans le premier cas, ils ne sont pas structure´s et seule l’inclinaison
de la sonde (qui doit eˆtre a` peu pre`s perpendiculaire a` la surface pour fonctionner)
peut nous donner une information grossie`re sur la normale a` la surface. Dans le
second cas, ils forment des courbes, dont on peut calculer la tangente avec une
bonne pre´cision.
On peut faire deux hypothe`ses diffe´rentes quant a` la re´partition des points.
Points homologues Nous supposerons ici que les points du mode`le et de la sce`ne sont,
aux proble`mes d’occultation et de points aberrants pre`s, les mesures des meˆme points
33
Chapitre 3. ICP et variantes : e´tat de l’art
physiques. Ce sera par exemple le cas lorsqu’on utilisera des amers. Un point de la sce`ne
si est alors soit un point aberrant (ou correspondre a` un point occulte´ dans le mode`le, ce
que nous conside´rerons dans la suite comme e´quivalent) soit la transforme´e d’un point mj
du mode`le, relie´ par la relation T0 ? si = mj, au bruit de mesure pre`s. Nous dirons dans
ce cas la` que les points si et mj sont homologues.
Points issus d’une meˆme surface ou courbe Nous supposerons ici que les points
sont issus d’une meˆme varie´te´ diffe´rentielle (courbe ou surface), mais sont e´chantillonne´s
d’une manie`re diffe´rente. Ainsi, les points ne sont plus la mesure du meˆme point physique
et ne sont donc plus homologues.
3.1.2 Ge´ne´ralite´s sur l’ICP
Avant de rentrer dans les de´tails, nous allons donner les ide´es fondatrices des diffe´rents
algorithmes de type ICP.
Ils s’appuient sur la minimisation d’un crite`re. Ce crite`re est sense´ quantifier la distance
entre la sce`ne et le mode`le en fonction de la transformation rigide applique´e a` la sce`ne.
Pour e´crire ce crite`re, on utilise une notion d’appariements, i.e. une fac¸on d’identifier les
points de la sce`ne et du mode`le, et on utilise, en guise de crite`re, la somme des distances
quadratiques entre les points (primitives) apparie´s.
Ainsi l’optimisation du crite`re, et donc le calcul de la transformation rigide, s’appuie
sur une estimation des appariements. Or le calcul des appariements ne´cessite en ge´ne´ral de
connaˆıtre une estimation de la transformation rigide cherche´e. Cette remarque caracte´rise
les algorithmes de type ICP qui se basent sur l’estimation alterne´e des appariements et
de la transformation. Plusieurs ite´rations seront ne´cessaires pour affiner les deux estima-
tions, et la premie`re sera base´e sur une premie`re estimation de la transformation (dite
transformation initiale).
Cette pre´sentation succincte montre aussi que l’ICP laisse une grande liberte´ dans le
choix de :
– la me´thode d’initialisation : il s’agit de calculer la transformation initiale, en uti-
lisant un algorithme spe´cifique. La qualite´ de cette transformation conditionne la
robustesse du recalage.
– le type de transformation : nous nous restreindrons ici au cas rigide, mais L’ICP est
aussi utilise´ dans le cas non rigide [Feldmar, 1995; Feldmar and Ayache, 1996].
– la distance : il s’agira en ge´ne´ral d’une distance quadratique, car les algorithmes
d’optimisation sont particulie`rement efficaces avec ce type de distance. On pourra
l’adapter en fonction des informations dont l’on dispose : distance quadratique entre
points dans le cas le plus simple, distance de Mahalanobis lorsqu’on dispose des
covariances sur les points (ou de simples e´cart-types dans le cas isotrope), distance
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quadratique entre primitives lorsqu’on dispose de primitives plus complexes (points
oriente´s, ...). On verra aussi que l’on peut, en adaptant la distance, ge´ne´raliser l’ICP
au cas ou` l’on dispose d’invariants, et meˆme au cas iconique.
– le lien entre la sce`ne et le mode`le : conside`re-t-on les points comme homologues, ou
comme issus d’une meˆme surface, et dans ce cas la`, comment le mode´liser?
– la manie`re d’appre´hender et estimer les appariements : il s’agira de fournir des paires
de points apparie´s assorties d’un poids, en fonction de la transformation courante.
On pourra a` cette e´tape utiliser directement les points du mode`le ou en interpoler
de nouveaux, et moduler l’importance de chaque appariement avec diffe´rents types
de ponde´rations.
– la manie`re de trouver et traiter les points aberrants : il s’agira de traiter les faux
positifs, les appariements qui n’auraient pas duˆ eˆtre, et les faux ne´gatifs, les ap-
pariements manquants. En fait, seul le rejet des faux positifs sera inte´ressant a`
imple´menter, et nous de´taillerons sa mise en oeuvre pratique et les conse´quences
the´oriques.
– la technique de minimisation du crite`re adopte´e pour la mise a` jour de la transfor-
mation a` chaque e´tape de l’algorithme (comme par exemple les Moindre carre´s, les
filtre de Kalman).
Ces diffe´rents points formeront autant de modules plus ou moins inde´pendants au sein de
l’algorithme.
3.1.3 Organisation du chapitre
Le but de ce chapitre est de regrouper diffe´rents travaux se rapportant a` l’ICP en
utilisant des notations et un formalisme commun. Il permettra de pre´ciser et clarifier si
ne´cessaire les hypothe`ses, raisonnements et applications possibles, indiquant comment les
modifier pour respecter les proprie´te´s the´oriques de l’algorithme de base. Il met en e´vidence
la structure tre`s modulaire de l’algorithme, et montre, pour chaque module, les variantes
les plus inte´ressantes, en indiquant, apre`s une e´ventuelle adaptation, leurs conse´quences
sur les autres parties de l’algorithme. Cette de´marche permet en particulier d’indiquer
quand et comment ge´ne´raliser certains travaux, comme le calcul de l’incertitude, ou de
mettre en e´vidence les liens jusqu’ici ignore´s entre diffe´rents travaux, en particulier pour
le calcul des ponde´rations.
Le lecteur presse´ pourra se contenter de lire la section 3.2 qui pre´sente la forme la plus
simple de l’algorithme, et permet d’introduire les notations et concepts de bases utilise´s
par la suite. Il faudra cependant lire aussi le de´but de la section 3.6 pour comprendre
la forme classique de l’algorithme, en ge´ne´ral appele´ ICP robuste (il s’agit alors de la
robustesse vis-a`-vis des points aberrants, et non celle qui nous inte´ressera souvent, i.e. la
robustesse vis-a`-vis de la transformation initiale).
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Les sections 3.3 a` 3.7 pre´senteront, par module, certaines variantes de´ja` imagine´es
autour l’ICP. Les deux premie`res sections (initialisation et interpolation) sont un peu
annexes, et peuvent eˆtre ignore´es. Les sections cherchent ensuite a` ge´ne´raliser l’algorithme
a` tout type de primitive. La partie 3.5, consacre´e a` la notion de distance, servira de
charnie`re. On y introduira la distance de Mahalanobis, syste´matiquement utilise´e ensuite
car elle permet de prendre en compte les bruits pour des types de primitives varie´es. La
partie 3.6 pre´sentera en de´tail la gestion des points aberrants, et la partie 3.7 introduira
diffe´rents types de ponde´rations.
Les parties 3.8 et 3.9 seront consacre´es a` la minimisation du crite`re, donc au calcul ef-
fectif de la transformation et au calcul the´orique de sa covariance, qui mesure l’incertitude
de l’algorithme.
3.2 ICP classique
Le premier algorithme de type ICP a e´te´ pre´sente´s par [Besl and McKay, 1992] et
[Zhang, 1992; Zhang, 1994], sous deux formes le´ge`rement diffe´rentes, mais e´quivalentes.
Notons que [Chen and Medioni, 1991; Chen and Medioni, 1992] pre´sentait de´ja` un algo-
rithme de minimisation alterne´e proche de l’ICP.
Cet algorithme s’applique a` deux nuages de points, et ne repose pas sur l’hypothe`se
“points homologues”. C’est cependant en prenant cette hypothe`se en compte que l’on peut
en donner une interpre´tation satisfaisante.
Nous commencerons par une e´criture du crite`re fide`le a` celle que l’on trouve dans les
deux premiers papiers. Nous adopterons ensuite une notation plus ge´ne´rale et adapte´e a` la
suite. Nous expliquerons alors le principe de l’algorithme, puis ses principales proprie´te´s.
Nous de´taillerons enfin la mise en oeuvre pratique des diffe´rentes e´tapes.
Notations Le mode`le (resp. sce`ne) est note´ M (resp. S) et constitue´ de nM (resp. nS)
points ou primitives. Nous noterons les points du mode`le mj et les points de la sce`ne si,
qui peuvent eˆtre assortis de normales note´es nmj(nsi). Les transformations rigides seront
note´es T = (R,t) et applique´es a` la sce`ne (pour la ramener dans la meˆme position que
le mode`le) de la fac¸on suivante : T ? si = R.si + t (et donc T ? tsi = R.tsi pour les
normales). La ve´ritable transformation qui se´pare les deux ensembles est note´e T0. La
distance utilise´e dans le crite`re sera note´e D. Il s’agira, au de´but, de la distance usuelle





Comme nous l’avons dit, le crite`re essaye de quantifier la distance entre la sce`ne et le
mode`le. La premie`re mesure de distance propose´e s’appuie sur une de´finition pragmatique
de la distance entre deux ensembles de points : il s’agit de la moyenne des distances entre












Le crite`re est ici syme´trique (il fait jouer le meˆme roˆle a` la sce`ne et au mode`le).
Cependant, pour faciliter l’imple´mentation, nous casserons cette syme´trie en ne gardant







Ainsi, on n’obtiendra pas le meˆme re´sultat en inversant la sce`ne et le mode`le. Il faudra
donc veiller a` utiliser le cas qui donne le re´sultat le plus pertinent. Nous verrons dans la
suite qu’il s’agit en ge´ne´ral du cas ou` on utilise, en guise de sce`ne, l’ensemble qui contient
le moins de points (qui est donc sous-e´chantillonne´ par rapport a` l’autre). Nous verrons
aussi (a` la section 3.7.2) qu’il est possible d’adapter certaines variantes pour obtenir a`
nouveau un crite`re syme´trique.
Reste a` de´finir la distance entre un point et un ensemble de points. On utilise pour
cela dans l’ICP classique le carre´ de la distance au plus proche voisin (en anglais “Closest
Point”, d’ou` le nom de l’algorithme) :
D(T ? si,M) = min
j
D(T ? si,mj) = min
j
‖T ? si −mj‖2
L’algorithme est donc base´ sur la notion implicite de points apparie´s : un point de la
sce`ne est apparie´ a` un point du mode`le lorsque c’est son plus proche voisin, et c’est bien
une distance quadratique moyenne entre points apparie´s que l’on doit minimiser.








D(T ? si,mj) (3.1)
Approche supposant les points ve´ritablement homologues
Cette premie`re e´criture semble parfaitement adapte´e au proble`me : elle ne de´pend que
de T , car l’estimation des appariements y est implicite. Elle empeˆche de conside´rer des
appariements multiples, et tous les appariements sont traite´s de fac¸on e´quivalente (on
37
Chapitre 3. ICP et variantes : e´tat de l’art
ne peux donner un poids plus important a` un appariement donne´, lorsqu’on le conside`re
comme plus significatif).
Nous aurons cependant besoin par la suite d’un cadre plus large, autorisant les appa-
riements multiples et ponde´re´s de diverses manie`res. Pour cela, nous allons utiliser une
seconde e´criture du crite`re, qui fait apparaˆıtre la configuration d’appariement comme une
variable explicite, inde´pendante de la transformation, qu’il faudra aussi estimer.
C’est ici que nous prendrons en compte l’hypothe`se des points homologues. La notion
d’appariement est alors simple a` de´finir : un point si de la sce`ne et un point mj du mode`le
sont dit apparie´s (notation : si ∼ mj) s’ils sont issus de deux mesures du meˆme point
physique. Nous repre´senterons ces appariements par une matrice a` e´le´ments binaires :
Aij = A(si,mj) =
{







iAij) est le nombre de points apparie´s avec si (resp.
mj). Le nombre d’appariements total n’est autre que
∑
ij Aij. En l’absence de points
aberrants, un point de la sce`ne (resp. mode`le) doit eˆtre apparie´ a` un et un seul point




iAij = 1, donc
∑
ij Aij = nS = nM . Ces
hypothe`ses sont e´videment trop fortes en pre´sence de points aberrants, et nous verrons
plus loin comment les assouplir (voir 3.6). Nous imposerons en attendant que chaque point
de la sce`ne soit apparie´ a` un unique point du mode`le, hypothe`se adapte´e au cas ou` la sce`ne
est sous-e´chantillonne´s par rapport au mode`le :∑
j




Il est important de noter que, bien que l’on ait suppose´ l’existence des points apparie´s
(mesure d’un meˆme point physique), nous n’avons aucune information a priori sur ces
appariements. Aussi, nous allons devoir estimer a` la fois la transformation rigide T et les






Aij.D(T ? si,mj) (3.4)
Remarquons au passage que le terme
∑
ij Aij est positif constant. Le comporte-
ment du crite`re e´tant le meˆme si on le multiplie par une constante positive ou si on
lui ajoute une constante quelconque, on raisonnera souvent sur le crite`re e´quivalent
C(T,A) =
∑
ij Aij.D(T ? si,mj), sans faire ve´ritablement de distinction entre les deux.
Pour faire le lien avec le crite`re C(T ) (e´quation 3.1), il faut examiner ce qu’il se
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passe lorsqu’on recherche les appariements AT qui minimisent C(T,A) sous la contrainte∑
j Aij = 1 a` transformation T constante. Pour i fixe´, cette contrainte signifie qu’il n’existe
qu’un seul point du mode`le mJ apparie´ au point de la sce`ne si. On a alors
∑
j Aij.D(T ?
si,mj) = D(T ?si,mJ). Il s’agit donc de trouver la valeur de J qui minimise D(T ?si,mJ),
c’est a` dire de trouver le point mJ du mode`le le plus proche de T ? si. On retrouve donc
l’ancien crite`re :
C(T ) = min
A




Nous avons vu que le crite`re C(T ) e´tait homoge`ne a`
∑
iminj d
2(T ? si,mj). On peux
donc faire les remarques suivantes :
– Il est continu.
– Il est infiniment de´rivable presque partout. Les points posant proble`me sont ceux
ou` les appariements (via la variable AT ) changent.
– Il est positif.
A titre d’exemple, les graphiques de la figure 3.1 ont e´te´ obtenus en effectuant un recalage
entre une acquisition 2D 1/2 d’une maˆchoire (environ 60.000 points, e´chantillonne´s avec un
pas de 0.2 mm en X et Y) et une se´rie de pointe´s sur les dents (30 points, avec une pre´cision
d’environ 0.2 mm), qui nous a donne´ une transformation rigide. On a ensuite trace´ la racine
carre´ du crite`re en faisant varier la translation suivant l’axe Z autour de la transformation
(haut gauche). Comme on le voit, le crite`re posse`de a` premie`re vue une large cuvette
avec seul minimum (bien que d’autres minima locaux peuvent apparaˆıtre a l’exte´rieur de
cette cuvette, donc loin du bon re´sultat), vers lequel l’algorithme a converge´. Mais un
agrandissement de la zone centrale (haut droite) montre cependant que plusieurs minima
locaux apparaissent, donnant au crite`re une structure caracte´rise´e par plusieurs cuvettes.
Nous n’avons d’ailleurs pas ici trouve´ le meilleur. Pour comprendre ce phe´nome`ne, il
faut remarquer que pour une configuration d’appariement fixe´e, le crite`re est une simple
parabole (bas).
Le crite`re final est donc quadratique par morceaux, i.e. forme´ de paraboles correspon-
dant chacune a` une estimation des appariements donne´e, et se raccordant aux endroits
ou` cette estimation change brusquement.
Estimation de la variance
Cette section s’inte´resse a` l’estimation de la variance du bruit sur les points. Cette
estimation est importante pour diverses raisons. La premie`re est la curiosite´. La seconde est
39
Chapitre 3. ICP et variantes : e´tat de l’art
Fig. 3.1 – Crite`re en fonction d’une translation en z : pour l’ICP (en haut), et pour une
configuration d’appariement fixe´e (en bas)
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qu’elle est implique´e dans la pre´diction the´orique de l’incertitude de l’algorithme, pre´sente´e
dans la partie 3.9. La dernie`re est qu’elle intervient dans la distance de Mahalanobis que
nous utiliserons par la suite.
Pour comprendre comment elle est possible, il faut de´composer le vecteur d’erreur
entre deux points apparie´s eij(T ) = T ? si −mj en deux termes :
eij(T ) = T ? si −mj = (T ? si − T0 ? si) + (T0 ? si −mj)
Le premier terme T ? si− T0 ? si est duˆ a` l’erreur sur l’estimation de la transformation. Il
est par construction nul lorsque la transformation est parfaitement estime´e. Le deuxie`me
terme T0 ?si−mj est duˆ au bruit sur les donne´es. En-effet, on devrait avoir T0 ?si = mj et
donc un terme nul, car nous avons suppose´ les points homologues. Cependant, nos points
ne sont pas parfaitement mesure´s, et il faut tenir compte de l’erreur de mesure esi (resp.
emj) sur le point si (resp. mj). On a donc finalement : T0 ? si −mj = T0 ? esi − emj .
Nous supposerons dans la suite que les appariements ont e´te´ correctement estime´s. On












∥∥(T ? si − T0 ? si) + (T0 ? esi − emj)∥∥2




T0 ? esi − emj
)
est d’espe´-











∥∥T0 ? esi − emj∥∥2







∥∥T0 ? esi − emj∥∥2
Dans le cas d’un bruit blanc homoge`ne centre´, les erreurs T0 ? esi − emj sont la re´alisation
d’un meˆme vecteur ale´atoire e d’espe´rance nulle. La formule ci-dessus est une estimation
statistique de la variance D.σ2e de ce bruit. On calculera facilement cette variance dans le
cas d’un bruit isotrope : si les esi (resp. emj) sont les re´alisations un bruit blanc homoge`ne
additif isotrope centre´ de variance σ2es = σ
2




m.Id), alors e est un bruit




em , et la valeur du crite`re est une
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estimation statistique de la variance totale :
minC(T ) ' D.σ2e (3.6)
On peut ve´rifier sur notre exemple : la racine carre´ du crite`re est de l’ordre de 0.3 mm,
ce qui nous donne un e´cart-type de l’ordre 0.17 mm, un peu sous estime´ peut-eˆtre. Nous
verrons de toute fac¸on que cette estimation est biaise´e (section 6.4.2).
3.2.2 Algorithme
Principe
Comme explique´ dans la section 3.1.2, le recalage sera trouve´ en minimisant le crite`re
C(T ). Le pre´sence de la fonction min, qui exprime les relations d’appariements, le rend
cependant tre`s complexe a` minimiser directement. Aussi, nous utiliserons un processus
ite´ratif, en ame´liorant alternativement les estimations de A (en minimisant C(T,A) a` T
constant, ce qui permet au passage de calculer C(T )) et de T (en minimisant C(T,A) a`
A constant) et a` partir d’une estimation initiale de la transformation T 0 .
En cherchant a` minimiser le crite`re a` chaque e´tape, on peut eˆtre suˆr d’une chose : il
de´croˆıt toujours. Comme il est positif, la convergence de l’algorithme est donc assure´e
pour un nombre d’ite´rations infini. En pratique, on estime que l’algorithme a converge´
lorsque la variation sur l’estimation de la transformation est infe´rieure a` un seuil donne´ .
Le sche´ma ge´ne´ral de l’algorithme est donc le suivant :
Initialisation : calcul de T 0 (voir section 3.3)
Boucle : a` l’e´tape I :
– Mise a` jour des appariements (voir section 3.2.3) : Calcul de AT I par minimisation
de C(T,A) a` T = T I constant et calcul de C(T I).
– Mise a` jour de la transformation (voir section 3.2.4 et 3.8) : Calcul de T I+1 par
minimisation de C(T,A) a` A = AT I constant.
Jusqu’a` convergence : d(T I+1,T I) < 
Parame`tres auxiliaires Comme nous le voyons, l’algorithme le plus simple ne fait
intervenir aucun parame`tre. Nous serons cependant amene´ a` introduire des parame`tres
auxiliaires, comme la distance maximale (voir 3.6.2). Ces parame`tres pourront varier entre
deux ite´rations, et il faudra alors veiller a` ce qu’ils ne fassent pas remonter le crite`re (auquel




Nous avons vu que l’algorithme permettait de converger vers un minimum du crite`re
C(T,A) qui correspond a` un minimum du crite`re C(T ). Ce crite`re n’est cependant pas
convexe (voir section 3.2.1.0), et le re´sultat du recalage de´pendra de la cuvette ou` nous
me`nera la transformation initiale. Une transformation initiale de trop mauvaise qualite´
nous me`nera vers un recalage manifestement faux. Les transformations initiales de bonne
qualite´ ne me`neront pas toutes exactement au meˆme recalage, et cette de´pendance intro-
duit donc une premie`re source d’impre´cision pour un mode`le et une sce`ne donne´e. Une
seconde source d’impre´cision est le bruit sur les points de la sce`ne et du mode`le.
Nous avons donc introduit la distinction suivante (voir chapitre 6 pour plus de de´-
tails), permettant de mieux comprendre et appre´hender l’incertitude et la robustesse de
l’algorithme :
Robustesse (par rapport a` la transformation initiale) On parlera de robustesse
pour de´signer la capacite´ de l’algorithme a` ne pas se diriger vers des re´sultats comple`te-
ment faux. Il faut pour cela de´marrer dans la cuvette centre´e autour de la bonne trans-
formation. La robustesse est donc essentiellement conditionne´e par la qualite´ de la trans-
formation initiale, mais aussi, de fac¸on marginale, par la qualite´ de la sce`ne et du mode`le.
Notons au passage que les re´sultats comple`tement faux sont en ge´ne´ral tre`s e´loigne´s de la
bonne transfo (puisqu’ils sont a` l’exte´rieur de la cuvette principale).
Bruit Interne ou re´pe´tabilite´ Si nous supposons maintenant que notre algorithme est
parfaitement robuste (si nous avons une bonne me´thode d’initialisation, ou si nous sommes
capable de rejeter les re´sultats comple`tement faux), tous nos recalages entre un mode`le
et une sce`ne donne´e convergeront vers des transformations proches de la transformation
cherche´e. Ces diffe´rents re´sultats ne seront cependant pas identiques, et on de´signera par
bruit interne (ou impre´cision interne) de l’algorithme leur variabilite´.
Il ne faut cependant pas interpre´ter ce bruit comme la conse´quence de l’initialisation,
mais comme la conse´quence de l’erreur sur l’estimation de la configuration des apparie-
ments, et il est donc intrinse`que a` l’algorithme (d’ou` son nom). Ainsi, il apparaˆıt aussi
lorsqu’on recale deux sce`nes le´ge`rement diffe´rentes a` partir de la meˆme transfo initiale.
Bruit externe et pre´cision On de´signera par bruit externe la conse´quence du bruit
sur les donne´es sur le minimum du crite`re pour une estimation des appariements donne´e.
Ce bruit apparaˆıt lorsqu’on effectue plusieurs recalage avec des jeux de donne´es diffe´-
rents, mais acquises dans les meˆmes conditions. Il est malheureusement difficile de l’isoler
expe´rimentalement, car le bruit interne est toujours pre´sent.
Voici un exemple artificiel ; sur la figure 3.2, nous avons ajoute´ au crite`re de l’expe´rience
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Fig. 3.2 – Crite`re de l’ICP en fonction d’une translation en z : pour un nuage de point
donne´ et le meˆme nuage le´ge`rement bruite´.
pre´ce´dente le crite`re obtenu pour la meˆme sce`ne le´ge`rement bruite´e. L’estimation des
appariements au minimum est inchange´e, mais la position du minimum a e´te´, comme on
le voit, de´cale´ vers la droite.
Incertitude globale On de´signera par incertitude ou bruit global l’impre´cision finale
de l’algorithme, qui tient compte de toutes les sources d’erreurs possibles.
3.2.3 Mise a` jour des appariements
Nous nous inte´ressons ici a` la mise en oeuvre de la phase de mise a` jour des apparie-
ments, i.e. a` l’estimation de A pour une transformation T connue. Ici, il s’agit de trouver,
pour chaque point (primitive) de la sce`ne dans la position courante (T ? si) le point du
mode`le le plus proche (mj). La difficulte´ est essentiellement d’ordre algorithmique, et
un tre`s bon survol des techniques existantes peut eˆtre trouve´ dans [Zhang, 1993]. Nous
pre´sentons le kD-Tree en de´tail.
kD-Tree On utilisera ici explicitement les coordonne´es d’un point mj. Elles seront no-




j ). L’ide´e de base du kD-Tree est de construire un arbre binaire dont
chaque noeud repre´sente un point du mode`le. Cet arbre devra eˆtre a` peu pre`s e´quilibre´,
et adapte´ a` la structure d’espace euclidien :
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Ici, on dira que le noeud du point m3 est de niveau 0. Les noeuds m1 et m5 sont de
niveau 1, les noeuds restant de niveau 2. On de´finit le niveau d’un sous arbre comme
le niveau du noeud qui en est le sommet. Ainsi l’arbre entier est de niveau 0, l’arbre
contenant m1, m2 et m4 est de niveau 1, ...
Construction L’ide´e est que, pour un noeud de niveau k et de point mJ , le sous arbre
de gauche contienne l’ensemble des points Ag autre quemJ ve´rifiantm
k
j ≤ mkJ (i.e. situes a`
gauche demJ suivant la coordonne´e k) et dans la sous arbre droit, l’ensemble des points Ad
ve´rifiantmkj > m
k
J . Cette ide´e est en-fait analogue a` celle utilise´e dans certains algorithmes
de tri rapide (de complexite´ en n log n), sauf que la coordonne´e utilise´e pour le tri varie avec
le niveau du tableau. Les points sont ainsi mieux re´partis dans les diffe´rentes branches.
Il faudra veiller a` ce que le nombre de points dans chaque sous arbre soit relativement
e´quilibre´ pour une ve´ritable efficacite´. Un tel arbre divise donc le plan de la fac¸on suivante :
La construction de l’arbre se fait par une fonction re´cursive. Celle ci prend une sous
partie A de M , cherche le point mJ partageant a` peu pre`s e´quitablement les points de A,
cre´e le noeud repre´sentant mJ , ge´ne`re les sous-ensembles Ag et Ad, et s’appelle elle meˆme
avec ces sous-ensembles Ag et Ad pour ge´ne´rer les sous arbres attaches au noeud mJ .
Fonction Construit arbre(A ⊂M ,k)
a) rechercher un point mJ tel que
Card(Ag = {mj ∈ A− {mJ}/mkj ≤ mkJ}) ' Card(Ad = {mj ∈ A− {mJ}/mkj > mkJ})
b) retourner l’arbre de´fini par le noeud supe´rieur constitue´ du point mJ , du sous arbre
gauche construit avec Construit arbre(Ag,k + 1) et du sous arbre droit construit avec
Construit arbre(Ad,k + 1).
Utilisation Une fois l’arbre construit, on voudra l’utiliser pour rechercher le plus proche
voisin d’un point quelconque p. Le kD-Tree est en fait adapte´ a` un proble`me le´ge`rement
diffe´rent, celui de la recherche des points dont la distance (euclidienne) avec p est infe´rieure
a` un seuil dmax.
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En effet, lorsqu’on se situe au niveau d’un noeud de niveau k et de point mJ ve´rifiant
mkJ < p
k−dmax, on est suˆr que pour tout point ve´rifiant mkj ≤ mkJ et donc mkj < pk−dmax,
on aura d(mj,p) =
√∥∥(m1j − p1)2 + (m2j − p2)2 + ..+ (mDj − pD)2∥∥ ≥ ∣∣mkj − pk∣∣ > dmax.
On sait alors que le point mJ et les points du sous-arbre gauche ne conviendront pas, et
on n’ira donc explorer ce sous arbre que si la condition bg = (m
k
J ≥ pk−dmax) est ve´rifie´e.
Il en va de meˆme avec le sous arbre droit et la condition bd = (m
k
J ≤ pk + dmax). Enfin, il
ne faudra tester le point mJ que si les deux conditions sont ve´rifie´es.
La recherche des points ve´rifiant d(mj,p) ≤ dmax se fait donc de manie`re re´cursive, par
la fonction suivante :
Fonction Recherche PointsProches(arbre de sommetmJ de niveau k, p, dmax,
var ListePoints)
boole´en bg = (p
k − dmax ≤ mkJ)
boole´en bd = (m
k
J ≤ pk + dmax)
si ((bg)et(bd)) Rajoute mJ a` ListePoints si d(mJ ,p) < dmax
si (bg) Recherche Points(sous arbre gauche de niveau k + 1, p, dmax)
si (bd) Recherche Points(sous arbre droit de niveau k + 1, p, dmax)
On peut facilement adapter cette fonction pour la recherche du seul point le plus
proche, en passant dmax et IndexPoint par re´fe´rence. Ainsi, a` chaque fois qu’un point est
trouve´, on peut diminuer la distance maximale, en utilisant la distance entre le dernier
point trouve´ et m :
Fonction Recherche PlusProchePoint(arbre de sommet mJ de niveau k, m,
var dmax, var IndexPoint)
boole´en bg = (p
k − dmax ≤ mkJ)
boole´en bd = (m
k
J ≤ pk + dmax)
si ((bg)et(bd)et(d(mJ ,p) < dmax)) IndexPoint = J et dmax = d(mJ ,p)
si (bg) Recherche PlusProchePoint(sous arbre gauche de niveau k + 1, m, dmax)
si (bd) Recherche PlusProchePoint(sous arbre droit de niveau k + 1, m, dmax)
Dans le cas ou` plusieurs points sont simultane´ment les plus proches, cette fonction ne
permettra d’en connaˆıtre qu’un.
Efficacite´ L’algorithme ainsi pre´sente´ pre´sente un temps moyen en n log n pour la
construction et grossie`rement en d2max log n pour la recherche. Il est donc, pour un mode`le
donne´ particulie`rement sensible a` la distance maximale de recherche. Nous verrons com-




Recherche incre´mentale On peut se demander comment acce´le´rer la recherche lorsque
la distance maximale est grande voire infinie (lorsqu’on veut absolument trouver au moins
un point). On a pour cela imple´mente´e une solution qui consiste tout simplement a` faire
une premie`re recherche avec une distance max assez faible, et relancer une nouvelle re-
cherche en incre´mentant la distance max tant qu’aucun point n’a e´te´ trouve´.
3.2.4 Mise a` jour de la transformation
Nous supposons maintenant les appariements connus graˆce a` A, et nous voulons cal-
culer la transfo qui minimise le crite`re C. Plusieurs techniques ont e´te´ de´veloppe´es, en
fonction du type de primitives, certaines directes (SVD, quaternions unitaires, quaternions
duaux), d’autres ite´ratives (descente de gradient, filtrage de Kalman). Nous pre´senterons
ici la SVD, et reviendrons plus loin sur les autres techniques (section 3.8).
La me´thode SVD, introduite par [Arun et al., 1987; Umeyama, 1991], est spe´cialement
adapte´e au cas ou` les primitives traite´es sont effectivement des points. Rappelons la forme




Aij. ‖Rsi + t−mj‖2
Recherche de la translation La translation optimale est caracte´rise´e par une de´rive´e




ij Aij.(Rsi + t−mj)t = 0, donc (
∑















On peut remarquer que m (resp s) sont les barycentres des points du mode`le (resp. la
sce`ne) ponde´re´s par A. Une fois calcule´s, nous pouvons passer les points de la sce`ne et du
mode`le en coordonne´es barycentriques : s′i = si− s et m′j = mj−m. Le crite`re se simplifie
alors : C ′(R) =
∑
ij Aij.
∥∥Rs′i −m′j∥∥2, et permet le calcul de la rotation. Le calcul effectif
de la translation ne se fera en-fait qu’apre`s celui de la rotation.
Recherche de la rotation Le crite`re simplifie´ se re´-e´crit C(R) =∑
ij Aij.







j ). Comme ‖s′i‖2 et
∥∥m′j∥∥2 sont constants, il s’agit donc de maximiser






i est la matrice de corre´lation. Le maximum
est alors atteint pour R = U.S.V t, ou` U.D.V t = K ′ est une de´composition en valeur
singulie`re de K ′ et S = diag(1,...,1,det(U).det(V )). Voir par exemple [Arun et al., 1987;
Umeyama, 1991] pour les de´tails.
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Imple´mentation L’immense avantage de cette strate´gie d’optimisation base´e sur la
SVD est qu’elle ne ne´cessite en fait pas d’effectuer le calcul des barycentres avant ce-
lui de la matrice de corre´lation (et donc d’effectuer deux passes sur l’ensemble des





i, on peut retrouver la matrice en repe`re barycentrique en
e´crivant : K ′ =
∑
ij Aij.(mj − m).(si − s)t = K −
∑
ij Aij.(mj.s
t + m.sti − m.st) =
K − ((∑ij Aij.mj).st +m.(∑ij Aij.sti)− (∑ij Aij)m.st) = K − (∑ij Aij)(m.st).
L’optimisation se fait donc de la manie`re suivante : lors de la recherche des apparie-
ments, on accumule Aij, Aij.mj, Aij.si et Aij.mj.s
t
i. Ensuite, on calcule dans l’ordre : les
barycentres m et s, la matrice de corre´lation en repe`re barycentrique K ′, la rotation et
finalement la translation.
Remarque Cette me´thode a e´te´ pre´sente´e pour Aij binaire. On ve´rifie cependant faci-
lement qu’elle reste valable pour Aij positif.
3.3 Initialisation
Tous les algorithmes de type ICP exigent une transformation initiale comme point
de de´part, et le re´sultat de´pend de cette transformation initiale. En fait, elle conditionne
le minimum local qui sera trouve´, qui est le minimum de la cuvette dans laquelle se
trouve l’initialisation. Comme nous l’avons de´ja` dit, les minima manifestement faux sont
e´loigne´s du recalage recherche´, et on les atteindra avec une mauvaise initialisation. Avec
une bonne initialisation, on tombera dans l’un des nombreux minima situe´s a` proximite´
de la bonne solution. Nous le re´pe´tons ici, cette variabilite´ des bonnes solutions ne doit
pas eˆtre interpre´te´e comme une conse´quence de l’initialisation, mais plutoˆt comme le bruit
interne de l’algorithme.
Nous pre´sentons ici deux me´thodes. La premie`re, celle que nous utilisons, est base´e
sur un protocole spe´cifique, mais permet une bonne initialisation. La seconde est plus
ge´ne´rale, mais tre`s grossie`re, et en pratique inutilisable.
3.3.1 Utilisation d’amers ge´ome´triques
Cette me´thode est en fait tre`s proche de l’ICP. Il s’agit d’utiliser la partie“optimisation
de la transformation” avec des points apparie´s connus, i.e. des amers ge´ome´triques.
Dans notre cas, nous utilisons les centres des dents, qui doivent eˆtre place´s a` la main
sur l’image scanner ou sur le Picza, et interpole´s a` partir d’une premie`re se´rie de pointe´s
effectue´s a` la surface de ces dents pour l’imagerie per-ope´ratoire. La pre´cision obtenue est
de l’ordre de 2mm.
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3.3.2 Barycentre et tenseur d’inertie
Cette me´thode permet d’obtenir une initialisation tre`s grossie`re, mais n’exige pas de
protocole spe´cifique comme la pre´ce´dente. Elle est inspire´e de la physique des solides. Il
s’agit de mettre en correspondance le barycentre et les axes d’inertie de la sce`ne et du
mode`le.









i si), et leurs tenseur d’inertie TM =
∑
j(mmj ⊗ mmj) et TS =
∑
i(ssi ⊗ ssi).
La rotation est alors trouve´e en diagonalisant ces tenseurs d’inerties syme´triques, et en
mettant en correspondance les vecteurs propres (i.e. les axes d’inertie principaux) par ordre
de valeurs propres (i.e. d’inertie) de´croissantes. La translation est comme pre´ce´demment
t = m−Rs.
Cette me´thode produit rarement des re´sultats satisfaisants, car elle est globale et donc
sensible aux diffe´rences de structure entre les deux ensembles de points et aux artefacts.
Ainsi, pour le recalage de la surface extraite d’un scanner sur une acquisition 2D 1/2
de la maˆchoire, le re´sultat de´pendra fortement du nombre de coupes utilise´es lors de
l’extraction, i.e. de la hauteur minimale et maximale de la portion de l’os extraite, et de
la pre´sence du palais sur l’acquisition 2D 1/2.
On peut robustifier cette me´thode, tout du moins pour la translation, en utilisant les
me´dianes a` la place des moyennes.
3.4 Utilisation de points interpole´s
Cette partie montre comment on peut “bricoler” les paires de points apparie´s en rem-
plac¸ant les points du mode`le par d’autres points interpole´s. De telles ope´rations sont en
ge´ne´ral re´alise´es pour prendre en compte l’aspect surfacique des donne´es lorsqu’on ne
travaille pas avec des points homologues. Il faut cependant pre´ciser que ces bricolages ne
sont pas anodins d’un point de vue the´orique car ils modifient le crite`re de fac¸on diffe´rente
a` chaque ite´ration et invalident ainsi la preuve de convergence de l’algorithme.
3.4.1 Projection simple
La fac¸on la plus simple de modifier les paires de points apparie´s est de conside´rer chaque
paire se´pare´ment. L’ide´e pre´sente´e ici peut eˆtre trouve´e dans [Gue´ziec and Ayache, 1991;
Gue´ziec and Ayache, 1994]. Nous allons travailler dans le cas ou` le mode`le est une surface
e´chantillonne´e, avec les normales associe´es a` chaque point. Soit donc un appariement
constitue´ du point mj du mode`le et du point si de la sce`ne. Ces points ne seront en
ge´ne´ral pas homologues, biaisant ainsi l’algorithme. Nous allons donc essayer d’interpoler
la position du point du mode`le qui serait vraiment homologue a` notre point de la sce`ne.
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Pour cela, on peut utiliser la normale nmj au point mj. Un tel point oriente´ permet
de de´duire une approximation plane de la surface sous-jacente. Il s’agit du plan Πj :
{x/((x − mj).nmj) = 0}. Nous allons essayer de trouver sur cette approximation de la
surface le point qui est le plus probablement le point homologue a` notre point de la sce`ne.
Il s’agit bien-entendu du point le plus proche de T ? si, que l’on trouve facilement en
effectuant la projection orthogonale de T ? si sur le plan Πj. Ce point, note´ pi est donne´
par la formule :
pmj = T ? si − ((T ? si −mj).nmj).nmj
On remplacera dans la paire de point apparie´s le point du mode`le mj par un point virtuel
de´fini par
vmj = Cpr.mj + (1− Cpr).pmj
ou` Cpr est un coefficient permettant de moduler le roˆle du point re´el (seul pris en compte
lorsque Cpr = 1) et du projete´ (seul pris en compte lorsque Cpr = 0).
Voici un exemple avec Cpr ' 0.25 :
Les cas ou` Cpr est faible sont d’ailleurs pathologiques, car on peut alors favoriser
des points tre`s e´loigne´s, mais bien aligne´s, au de´triment de points plus proches. Cette
remarque se confirme expe´rimentalement, et des mauvais recalages apparaissent lorsque
Cpr < 0.15.
Dans tous les cas, les points sont modifie´s diffe´remment a` chaque ite´ration. On ne
minimise donc plus un crite`re fixe, la convergence de l’algorithme n’est donc plus assure´e
et il peut meˆme se re´ve´ler instable. On constate expe´rimentalement que le nombre d’ite´-
rations et donc le temps de calcul peut-eˆtre conside´rablement augmente´ (de 50 a` 500 pour
un recalage scanner/Picza avec Cpr = 0.5). Nous pre´senterons une alternative a` la section
5.3.2.
3.4.2 Projection double
Il existe aussi une me´thode base´e sur la projection double, introduite dans [Chen and
Medioni, 1992] : lorsqu’on dispose des points munis de leurs normales sur les deux nuages,
on calcule le projete´ pm de s sur le plan (m,nm), puis le projete´ ps de pm sur le plan
(s,ns), et on minimise la distance entre les deux projete´s pm et ps. Cette me´thode ne
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pre´sente cependant pas de ve´ritable ame´lioration vis a` vis de la pre´ce´dente, et nous ne la
pre´senterons pas en de´tail.
3.5 Variantes sur la distance
Nous allons de´tailler ici les diffe´rentes variantes de l’ICP base´es sur d’autres de´finitions
de la distance entre deux points. Nous utiliserons en pratique la distance de Mahalanobis
comme dans [Pennec, 1996], qui permet d’une part de prendre en compte le bruit sur
les points (ce qui est particulie`rement inte´ressant lorsque celui-ci est in-homoge`ne ou
anisotrope), et d’autre part de ge´ne´raliser facilement l’algorithme a` des types de primitives
plus complexes.
3.5.1 Distance de Mahalanobis simple
Lorsqu’on dispose d’une matrice de covariance sur les points de l’un des ensembles,
on peut utiliser la distance de Mahalanobis simple pour la prendre en compte. Nous
supposerons que le bruit est concentre´ sur les points du mode`le : les points de la sce`ne
sont parfaitement connus, et chaque point du mode`le mj est alte´re´ par un bruit blanc
gaussien centre´ caracte´rise´ par une matrice de covariance Σmjmj .
La loi de probabilite´ sur un vecteur ale´atoire gaussien x de moyenne x et de covariance










xxt une sorte de distance quadratique prenant
en compte la covariance, qui permet de quantifier la distance du vecteur x au vecteur
ale´atoire gaussien x. Ainsi, sur la figure suivante, on a repre´sente´ la covariance par une
ellipse :
Le point A est plus proche de x que le point B, au sens habituel du terme; il est
pourtant plus“e´loigne´” (au sens plus improbable) de notre point ale´atoire x, et sa distance
de Mahalanobis sera plus importante.
La distance de Mahalanobis entre un point de la sce`ne si transforme´ par T et un point
du mode`le mj de covariance Σmjmj se de´finit donc comme suit :
µ2(T ? si,mj) = (T ? si −mj)t.Σ−1mjmj .(T ? si −mj) (3.7)
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Dans le cas d’un bruit isotrope (Σmjmj = σ
2
mj
.Id), cette distance est en fait la distance
quadratique classique normalise´e par la variance :
µ2(T ? si,mj) =
1
σ2mj
‖T ? si −mj‖2 (3.8)
Il est alors particulie`rement facile d’inte´grer cette distance dans notre algorithme d’op-










dans les raisonnements de la section 3.2.4.
La distance de Mahalanobis pre´sente les inte´reˆts suivants :
– Elle permet de prendre en compte les covariances, et donc de mieux traiter le cas
non-homoge`ne (tous les points n’ont pas la meˆme covariance) et le cas non-isotrope
(le bruit de mesure sur un point n’est pas isotrope).
– Dans un espace vectoriel et pour un vecteur ale´atoire gaussien, elle suit une loi du
























– Elle est sans unite´ et permet donc de me´langer plusieurs types de primitives.
– Elle se ge´ne´ralise facilement aux espaces non-vectoriels (voir C.2.3.3).
3.5.2 Utilisation des invariants
L’ICP peut aussi eˆtre utilise´ lorsque nos points sont affuble´s d’informations invariantes
vis a vis de la transformation recherche´e [Feldmar, 1995; Feldmar and Ayache, 1996]. Ces
informations seront par exemple les informations diffe´rentielles d’ordre 2 sur la surface ou
la courbe sous-jacente en chaque point. En effet, les techniques de segmentation d’images
volumiques permettent souvent de calculer ces informations avec pre´cision.
De par leur invariance, cette information supple´mentaire n’interviendra pas directe-
ment dans la mise a` jour de la transformation. Elle permettra par contre d’affiner et
robustifier la recherche des points apparie´s et leur ponde´ration, en prenant en compte par
exemple, la forme locale de la surface sous-jacente. Ceci sera particulie`rement inte´ressant
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dans le cas non-rigide, ou` l’on a besoin d’appariements tre`s robustes pour optimiser une
fonction ayant beaucoup de degre´s de liberte´.
3.5.3 Ge´ne´ralisation au recalage iconique
On peut ge´ne´raliser l’ICP au recalage iconique [Feldmar, 1995; Feldmar et al., 1997b]
en inte´grant l’intensite´ dans les coordonne´es des points : (x,y,z,i). Il s’agit d’adapter l’al-
gorithme en 4 dimensions. La transformation est alors constitue´e de la transformation 3D,
et d’une transformation sur l’e´chelle d’intensite´ entre les images permettant de prendre
en compte les diffe´rences de calibration dans le cas de l’IRM par exemple, voire le lien
entre les intensite´s dans le cas multi-modal.
3.6 Gestion des point aberrants
Rappelons que, dans notre application, le mode`le compte une centaine ou une cinquan-
taine de milliers de points (la surface extraite du scanner ou la Picza), et la sce`ne une
cinquantaine de milliers de points (dans le cas d’une acquisition 2D 1/2 de la maˆchoire) ou
quelques dizaines de points (dans le cas des se´ries de pointe´s). Tous ces points de la sce`ne
ne correspondent pas ne´cessairement a` un point du mode`le (dans le premier cas, on e´value
le pourcentage de points de la sce`ne apparie´s a` 60%, mais il est tre`s variable en fonction
des images), et cette partie pre´sente diffe´rentes techniques permettant de rejeter les faux
positifs, c’est a` dire les points de la sce`ne qui ne devraient pas eˆtre apparie´s. Toutes ces
me´thodes sont base´s sur le meˆme principe, que nous de´crirons dans la premie`re section.
Ce principe fait intervenir un seuil sur la distance, et les sections suivantes pre´sentent dif-
fe´rentes fac¸on de le calculer. Ceci est en outre parfaitement en accord avec les algorithmes
de recherche des points les plus proches, sur lesquels sont base´s l’imple´mentation, dont
l’efficacite´ de´pend principalement de la distance maximum qu’on lui impose (voir 3.2.3).
Nous ne traiterons pas le cas des faux-ne´gatifs, c’est a` dire des appariements non
trouve´s. En effet, les me´thodes que l’on pourrait imaginer exigeraient d’augmenter consi-
de´rablement la distance de recherche, et seraient donc bien trop couˆteuses en terme de
temps de calcul.
3.6.1 Sche´ma ge´ne´ral
Une premie`re forme de gestion des points aberrants peut eˆtre introduite lors de la re-
cherche des appariements, comme dans [Zhang, 1994]. Il s’agit de rejeter les appariements
manifestement faux, et ame´liorer ainsi la robustesse de l’algorithme. L’ide´e est que - pour
une transformation donne´e - la distance entre points (primitives) ve´ritablement apparie´s
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Fig. 3.3 – Crite`re de l’ICP en fonction d’une translation en z : cas ou` l’on rejette les points
trop e´loigne´s : les variations des appariements (en bas) entraˆınent des discontinuite´s dans
le crite`re (en haut).
doit eˆtre relativement homoge`ne, et doit donc eˆtre infe´rieure a` une certaine distance Dmax.
L’estimation de A est donc le´ge`rement modifie´e :
A′ij =
{
0 si D(T ? si,mj) ≥ Dmax
Aij sinon
Ce changement peut cependant poser proble`me. En effet, le nombre d’appariements
n’e´tant plus fixe, il peut apparaˆıtre des discontinuite´s dans le crite`re, comme illustre´ dans
la figure 3.3. Le danger est alors de conside´rer les discontinuite´s comme des minima locaux.
On peut corriger ce proble`me en inte´grant dans notre crite`re des pseudo-appariements :
on repre´sentera le cas ou` si est un point aberrant par un pseudo-appariement note´ abusi-
vement (pour ne pas surcharger les notations) si ∼ mout. Cet appariement sera repre´sente´
dans l’estimation de A par Ai out et sera affuble´ d’une distance constante e´gale a` :
D(T ? si,mout) = Dmax












Ainsi corrige´s, les crite`res ne perdent aucune de leurs proprie´te´s the´oriques. De plus,
la minimisation de ce crite`re a` T constant se fait sous la contrainte
∑
j Aij = 1, et donne
le point le plus proche si celui-ci est a` une distance infe´rieure a` Dmax et un pseudo-
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Fig. 3.4 – Crite`re de l’ICP en fonction d’une translation en z : cas ou` l’on corrige le rejet
des points trop e´loigne´s : le crite`re redevient continu.
appariement de type point aberrant dans le cas contraire, ce qui correspond bien a` notre
ide´e. Enfin, la distance D(T ? si,mout) est constante, si bien que les points aberrants
n’interviennent en fait pas dans la minimisation du crite`re a` A constant. Les diffe´rents
algorithmes de mise a` jour de T peuvent donc eˆtre utilise´s en ignorant simplement les
pseudo appariements avec point aberrant.
On peut voir sur la figure 3.4 le crite`re sans rejet des points aberrants (courbe supe´-
rieure) et le crite`re avec rejet des points aberrants (avec Dmax = 1mm).
Une dernie`re remarque importante est la suivante : Dmax peut eˆtre remis a` jour entre
deux ite´rations. Il doit alors eˆtre de´croissant - au sens large - pour ne pas faire remonter
le crite`re.
3.6.2 Calcul la distance de coupure Dmax
L’e´quation minC(T ) ' D.σ2e, obtenue dans la section 3.2.1.0 permet de se faire une
ide´e de la distance moyenne attendue lorsque le recalage est bon. On note cette distance
Dth. Il faudra bien suˆr utiliser une valeur bien plus grande en de´but de recalage. Les deux
me´thodes que nous allons voir ici pour calculer Dmax sont d’ailleurs base´es sur une mise a`
jour entre chaque ite´ration, si bien qu’il faut fournir une valeur initiale pour la premie`re
ite´ration, note´e Dinit. On prendra donc une valeur assez forte, par exemple Dinit = 10.Dth.
De plus, il faudra veiller a` ce que Dmax soit de´croissant. Dans le cas contraire, il
pourrait faire remonter le crite`re.
Analyse statistique des distances
Nous pre´sentons ici le calcul de la distance maximum utilise´ dans [Zhang, 1994].
Ce calcul est base´ sur une e´tude statistique des distances entre points apparie´s. On
de´finit ainsi la moyenne et la variance de ces distances (on utilise la distance simple d = ‖‖
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Aij(d(T ? si,mj)− µ)2
La mise a` jour de Dmax entre deux ite´rations est effectue´e de fac¸on tre`s pragmatique,
a` l’aide de µ : faible lorsque le recalage semble bon (µ < Dth), tre`s forte lorsque il est tre`s
mauvais (µ > 6Dth) :
Dmax =

µ+ 3σ si µ < Dth
µ+ 2σ si µ < 3Dth
µ+ σ si µ < 6Dth
Dinit sinon
On le voit, cette me´thode manque de justification, et nous lui pre´fe´rerons la me´thode
qui suit, mieux justifie´e, et plus convainquante d’un point de vue expe´rimental.
Distance de Mahalanobis et Test du χ2
Lorsqu’on utilise la distance de Mahalanobis, le calcul de Dmax = µ
2
max fait penser au
test du χ2. En effet, comme nous l’avons de´ja` pre´cise´, la distance de Mahalanobis pour un
vecteur gaussien en dimension D suit une loi du χ2 a` D degre´ de liberte´. Autrement dit,
si un point de la sce`ne si est vraiment apparie´ a` un point du mode`le mj, la distance de
Mahalanobis µ2(T ? si,mj) est la re´alisation d’une variable re´elle ale´atoire dont la loi suit
un χ2 a` D degre´ de liberte´. Or la distribution d’une telle loi est bien connue, et re´sume´e
dans le tableau suivant :
Dimension α 50% 90% 95% 99%
3 (points 3D)  2.37 6.25 7.81 11.34
5 (pts orientes 3D)  9.24 11.07 15.09
6 (transfos rigides)  5.35 10.65 12.59 16.81
Ce tableau se lit de la fac¸on suivante : pour une dimension donne´e, α est la probabilite´
que la distance de Mahalanobis soit infe´rieure a` . Par exemple, lorsqu’on travaillera sur les
points en 3D, on est suˆr a` 90% que deux points apparie´s ont une distance de Mahalanobis
infe´rieure a` 9.24. On rejettera donc par exemple les points dont la distance de Mahalanobis
est supe´rieure a` cette limite, en fixant µ2max = 9.24.
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3.7 Utilisation d’appariements ponde´re´s multiples
Cette partie s’inte´resse a` diffe´rentes manie`res de ponde´rer les appariements obtenus.
Nous avons jusqu’ici utilise´ un poids unitaire pour le point le plus proche, et un poids
nul pour les autres. Ceci est le principal responsable des proble`mes de re´pe´tabilite´ et
robustesse de l’ICP. En effet, le crite`re n’est lisse que par morceaux, il n’est lisse que dans
les zones ou` l’estimation des appariements repre´sente´e par A est constante. Mais chaque
changement dans l’estimation de A traduit un changement brusque du point du mode`le
apparie´ a` un point de la sce`ne, et donc un changement brusque du comportement du
crite`re, qui fait apparaˆıtre de multiples minima locaux.
Les techniques qui suivent visent a` e´liminer ce proble`me en introduisant au final un
poids non-entier - et plus re´gulier vis a` vis de la transformation - aux diffe´rents points du
mode`le appariables a` un point de la sce`ne, au lieu de ne garder que le plus proche. Elles
introduiront de gros changements dans la premie`re e´tape de l’algorithme, mais elles n’in-
troduiront aucun changement dans la mise a` jour de la transformation, car nos techniques
de calculs de la transformation fonctionnent avec des poids positifs (voir remarque a` la
fin de 3.2.4).
Les techniques pre´sente´es ici ont toutes e´te´ introduites par Rangarajan et al., a` partir
de crite`res modifie´s. Nous reviendrons dans le chapitre suivant sur l’une d’elle, l’EM, en
justifiant les changements apporte´s au crite`re.
3.7.1 EM
L’algorithme EM tel que pre´sente´ ici a e´te´ introduit dans le cadre du recalage de nuages
de points par Rangarajan [Chui and Rangarajan, 2000]. La premie`re ide´e est d’utiliser des
poids d’appariements non binaires : Aij peut maintenant prendre n’importe quelle valeur
de l’intervalle [0,1]. Le poids total pour un point de la sce`ne doit toujours eˆtre e´gal a` 1 :∑









On minimise alors ce crite`re par la me´thode des multiplicateurs de Lagrange, pour
prendre en compte la contrainte
∑
j Aij = 1. On obtient alors pour l’e´tape d’estimation
de A :
Aij =
exp (−D(T ? si,mj)/α)∑
k exp (−D(T ? si,mk)/α)
On obtient donc des poids gaussiens normalise´s. Le proble`me avec cette fac¸on de
pre´senter l’EM est qu’elle ne donne aucun sens au parame`tre α, et donc aucune manie`re
de le fixer. Nous reviendrons sur ce point au chapitre suivant.
Une autre ide´e introduite par Rangarajan est celle de recuit-simule´ : il s’agit de donner
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une grande valeur a` α en de´but de recalage, et diminuer celle-ci ensuite. Ceci permet
d’augmenter la robustesse en de´but de recalage.
3.7.2 EM Syme´trise´
L’ide´e, introduite sous le nom de SoftAssign [Rangarajan et al., 1997a], est de syme´-
triser l’EM en faisant jouer exactement le meˆme roˆle a` la sce`ne et au mode`le, pour que
le re´sultat du recalage soit identique lorsqu’on inverse sce`ne et mode`le. Pour cela, il faut
tout d’abord ge´rer les points aberrants de la meˆme fac¸on pour les deux ensembles. On
introduit donc un pseudo-appariement de la forme sout ∼ mj pour signifier que le point
mj est un point aberrant. On introduit de meˆme Aout j. Dans les notations qui suivent,
sauf mention contraire, i de´crit l’ensemble {1,..,nS,out} et j l’ensemble {1,..,nM ,out}. Le
couple (i,j) ne sera jamais eˆtre e´gal a` (out,out), ce qui n’aurait aucun sens.
La configuration moyenne d’appariements obe´it maintenant a` la double contrainte :{
∀i 6= out ∑j Aij = 1
∀j 6= out ∑iAij = 1 (3.9)
Le crite`re est le meˆme que pre´ce´demment. Rangarajan explique, dans [Rangarajan et
al., 1997b], comment optimiser ce crite`re par rapport a` A sous la double contrainte. Tout
d’abord, en utilisant la me´thode des multiplicateurs de Lagrange, on trouve :
Aij =
exp (−D(T ? si,mj)/α)
νi.ρj
Les constantes νi et ρj doivent permettre de ve´rifier la double contrainte 3.9. On ne
peut he´las les calculer directement, mais seulement de fac¸on ite´rative, graˆce au the´ore`me
de Sinkhorn. On pose A0ij = exp (−D(T ? si,mj)/α), soit ν0i = 1 et ρ0j = 1. A chaque
ite´ration I, on calcule A
I+1/2






























exp (−D(T ? si,mj)/α)
νI+1i
Le the´ore`me de Sinkhorn montre que le re´sultat converge vers une matrice ve´rifiant la
contrainte.
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Discussion Cette me´thode est couˆteuse a` imple´menter. On est en effet oblige´ de stocker
l’ensemble des poids des appariements pendant chaque ite´ration, et appliquer le the´ore`me
de Sinkhorn, ce qui ne´cessite de nombreux calculs.
De plus, les hypothe`ses doivent aussi eˆtre syme´triques : la sce`ne doit eˆtre sous-
e´chantillonne´ par rapport au mode`le (hypothe`se que nous avons toujours faite), et le
mode`le doit donc eˆtre aussi sous-e´chantillonne´ par rapport a` la sce`ne, et on doit fina-
lement avoir deux ensembles e´quivalents. Nous avons ve´rifie´ expe´rimentalement que sur
des ensembles trop dissemblables (comme les noˆtres), l’algorithme se comportait tre`s mal.
On retrouve les meˆmes proble`mes avec d’autres algorithmes syme´triques (notamment la
variante de l’ICP base´e sur l’information mutuelle [Rangarajan et al., 1999]).
3.7.3 Entropie
Cette autre version syme´trique, propose´e dans la premie`re partie de [Rangarajan et
al., 1999] est base´e toujours sur le meˆme crite`re. Cependant la contrainte de normalisation
fait cette fois intervenir la totalite´ des appariements :∑
ij
Aij = 1
Les poids sont alors donne´s par la formule suivante :
Aij =
exp(−D(T ? si,mj)/α)∑
kl exp(−D(T ? sl,mk)/α)
3.7.4 Discussion
Nous avons compare´ expe´rimentalement la pre´cision (par la me´thode de l’e´talon zinc,
voir section 6.3.2.0) et la robustesse (par la me´thode des cartes de convergence, voir
section 6.2) de ces diffe´rentes techniques sur des recalages entre nuages de Pointe´s per-
ope´ratoires en mode contact (voir section 1.5.3) contenant quelques dizaines de points et
des acquisitions Picza a` diffe´rentes re´solutions (voir section 1.5.2).
Les re´sultats pre´sente´s dans la figure 3.5 montrent deux choses :
– En ce qui concerne la pre´cision, l’EM semble le meilleur. La raison profonde est que
sa re´pe´tabilite´ (voir 6.3.1) est quasi-nulle, contrairement a` celle de l’ICP qui est une
source notable d’impre´cision.
– Les algorithmes base´s sur des poids non-unitaires ont des comportements tre`s
proches. Ils ont permis une nette ame´lioration de la robustesse. L’entropie est dans
tous les cas plus mauvais que l’EM. Ceci peut s’expliquer par le fait que tous les
points de la sce`ne ne se voient plus attribuer le meˆme poids total
∑
j Aij. Ainsi, les
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points qui ont beaucoup de voisins sont favorise´s vis a` vis des points qui en ont peu,
de´se´quilibrant ainsi l’importance de chaque point de la sce`ne.
Fig. 3.5 – Pre´cision (e´cart-type en mm) et robustesse (pourcentage de convergences cor-
rectes) des algorithmes ICP, EM et Entropie.
Notre conclusion est que l’EM est l’algorithme le plus prometteur pour les donne´es sur
lesquelles nous travaillons.
3.8 Variantes sur les me´thodes d’optimisations
Il existe de nombreuses me´thodes permettant, une fois le crite`re e´crit et les ponde´-
rations Aij calcule´es de calculer la nouvelle transforme´e. Certaines sont directes, plus
spe´cifiques mais plus rapides, d’autres sont ite´ratives, plus ge´ne´rales et plus inte´ressantes
d’un point de vue the´orique, comme la descente de gradient ou le filtrage de Kalman.
Notons qu’il existe aussi des me´thodes qui permettent de re´duire le nombre d’ite´ration
et donc d’acce´le´rer la convergence [Besl and McKay, 1992]. Nous ne nous y sommes pas
inte´resse´ car le gain en temps de calcul est de l’ordre de 2, ce dont nous n’avons pas eu
besoin.
3.8.1 Me´thodes directes
Il existe d’autres me´thodes que la SVD (section 3.2.4) permettant le calcul direct de
la transformation : elles sont base´es sur les matrices orthogonales [Horn et al., 1988], les
quaternions unitaires [Faugeras and Hebert, 1986; Horn, 1987] ou les quaternions duaux
[Walker et al., 1991]. Nous ne de´taillerons pas ces me´thodes qui s’appliquent uniquement
aux points et donnent des re´sultats comparables, en terme de rapidite´ et de pre´cision, a`
la me´thode base´e sur la SVD [Eggert et al., 1997; Schonenenberger, 1998].
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3.8.2 Me´thode ite´rative : descente de gradient de type Newton
Gradient du crite`re
Dans cette me´thode, nous aurons besoin du gradient du crite`re C(T ) que nous allons ici
calculer. Pour alle´ger les (nombreuses) e´quations qui suivent, nous utiliserons les notations
abre´ge´es :
sTi = T ? si et AT = A(T ) et donc ATij = Aij(T )
Nous ferons ici abstraction des changements brusque de la configuration d’apparie-
ment, en conside´rant que AT reste constant pour de petite variations autour de la trans-

































Le cas ou` j = out est simple. En effet D(si,mout) est constant et donc de gradient nul.
Reste a` calculer le gradient de la distance de Mahalanobis pour de vrais appariements.
On notera eij = T ? si −mj le vecteur d’erreur. La distance de Mahalanobis se re´-e´crit






Σeijeij = R.Σsisi .R
t + Σmjmj
si les bruits sur les points de la sce`ne et du mode`le ne sont pas corre´le´s (ce qui est en





















On notera le gradient Φ(T ) = (dC(T )
dT
)t. Il doit eˆtre nul au minimum du crite`re. L’ide´e
de la descente de gradient de type Newton est d’approcher ce point nul en effectuant une
succession d’approximations line´aires. L’approximation line´aire en T I de Φ(T ) est donne´e
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par Φ(T ) = Φ(T I) + H(T I).(T − T I), ou` H = dΦ
dT
. Le point nul de cet approximation
line´aire est T I+1 = T I −H(T I)−1.Φ(T I).
Le Hessien H(T ) sera approxime´ en ne´gligeant la de´rive´ de ATij (nulle presque partout












































On peut se demander combien d’ite´rations de la descente de gradient on va re´aliser
a` chaque e´tape d’estimation de la transformation. En-effet, nous avons jusqu’ici pre´sente´
cette dernie`re comme une minimisation du crite`re, mais une simple diminution de celui-ci
assure la convergence (certes moins rapide) de l’ICP. On n’est donc pas force´ment oblige´
de faire tourner la descente de gradient jusqu’a` sa convergence. Faire une seule ite´ration
a l’immense avantage de se re´sumer a` l’accumulation du gradient et du hessien du crite`re
pour la transformation courante lors du calcul des appariements et ne ne´cessite donc
pas leur stockage. Mais lorsque les appariements ne varient plus (typiquement en fin de
recalage), les stocker est certainement plus efficace que de les recalculer a` chaque ite´ration.
Tout compte fait, nous avons privile´gie´ la premie`re approche, plus simple.
La me´thode de la descente de gradient pre´sente l’inte´reˆt de se ge´ne´raliser a` n’importe
quel type de primitive. Nous l’utiliserons de`s que les me´thodes directes ne seront plus
applicables 9.
9. Nous l’avons aussi teste´ sur les points, pour la comparer aux me´thodes directes. Ceci a` permis de
ve´rifier que les re´sultats e´taient identiques lorsqu’on attendait la convergence de la descente de gradient
et tre`s proches lorsqu’on la limitait la descente de gradient a` une seule ite´ration (le recalage est cependant
alors a` peu pre`s deux fois plus long).
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3.8.3 Me´thode ite´rative : filtrage de Kalman
Le filtrage de Kalman, dans sa version e´tendue, semble aussi eˆtre parfaitement adapte´
a` notre proble`me et d’autant plus inte´ressant qu’il fournit directement une covariance
sur la transformation obtenue, qui permet d’estimer l’incertitude du recalage [Ayache,
1991]. Mais si on re´fle´chit a` l’algorithme et ses fondements statistiques, on se rend compte
que la seule diffe´rence avec notre descente de gradient et notre me´thode de pre´diction de
l’incertitude est la prise en compte d’une covariance sur la transformation initiale, bien
inutile dans notre cas car elle est tre`s grande devant la covariance finale du recalage, et
peut meˆme ge´ne´rer des instabilite´s nume´riques.
3.9 Pre´diction the´orique de l’incertitude
Comme nous l’avons dit dans la section 3.2.1.0, l’incertitude sur la transformation
finale est la conse´quence de deux types de bruit, le bruit interne et externe. Cette partie
pre´sente les travaux de [Pennec, 1996] qui permettent la pre´diction the´orique du bruit
externe de l’ICP (i.e. la conse´quence du bruit sur les donne´es) pour le recalage d’amers
ge´ome´triques. Pre´cisons que [Kanatani, 1996] a trouve´ paralle`lement la meˆme formule
pour la limite de Cramer-Rao (i.e. la meilleure pre´cision que l’on puisse espe´rer pour un
tel recalage, quel que soit l’algorithme utilise´). En tenant compte de ces deux se´ries de
travaux, on comprend que l’ICP est l’algorithme optimal 10. Enfin, notons que [Fitzpatrick
et al., 1999] a pre´sente´ une autre me´thode, plus heuristique et moins ge´ne´rale.
3.9.1 Principe
L’ide´e fondatrice du calcul qui suit est d’e´crire le re´sultat du recalage comme une
fonction ϕ des donne´es (les points du mode`le et de la sce`ne) et d’examiner comment se
propage le bruit des donne´es par cette fonction, i.e. de calculer comment les erreurs de
mesures sur les points perturbent, en moyenne, le re´sultat du recalage.
Il s’agit d’un calcul au premier ordre, au sens ou` il utilise une approximation line´aire
de la fonction ϕ et suppose les bruits gaussiens. Ces approximations seront bonnes lorsque
le bruit ne sera pas trop important.
Il s’agit de plus d’un calcul qui suppose que le recalage aurait donne´ un re´sultat exact
en l’absence de bruit sur les donne´es. Il faut pour cela que les points soient effectivement
homologues, et que les appariements soient connus ou correctement estime´s.
10. Ce re´sultat n’est pas surprenant : dans les proble`mes de re´gression line´aire classique, on retrouve la
meˆme e´galite´ entre limite de Cramer-Rao (i.e. meilleure pre´cision possible) des estimateurs et pre´cision
the´orique de l’estimateur aux moindres carre´s. Cette e´galite´ prouve alors que l’estimateur aux moindres
carre´s est le meilleur.
63
Chapitre 3. ICP et variantes : e´tat de l’art
Les deux e´le´ments de base pour ce calcul sont :
– La fonction ϕ : la me´thode de recalage minimise un crite`re, et son re´sultat peut
ainsi eˆtre exprime´e comme une fonction implicite des donne´es, dont les de´rive´es
(qui servent dans les calculs qui suivent) sont calculables a` partir des de´rive´s du
crite`re par le the´ore`me des fonctions implicites. Ainsi, ce qui suit peut s’appliquer
quelle que soit la strate´gie d’optimisation adopte´e (meˆme si certains calculs font
fortement penser a` la descente de gradient), de`s lors qu’un minimum du crite`re a
e´te´ effectivement atteint.
– Le mode`le de bruit sur les donne´es : le calcul qui suit s’appuie sur la covariance de
ce bruit, qui doit donc eˆtre connue ou bien estime´e. Cette covariance regroupe la
covariance du bruit sur chaque point et les covariances croise´es des diffe´rents points.
Nous supposerons en fin de calcul que ces dernie`res sont nulles (i.e. que les bruits
sur les diffe´rents points sont inde´pendants, ce qui est en ge´ne´ral le cas avec des
amers ge´ome´triques), pour obtenir une formule simple. Mais on pourrait prendre
en compte un mode`le de bruit faisant intervenir une corre´lation entre les points,
pourvue qu’elle soit connue au travers des covariances croise´es.
Nous allons ici redonner les de´tails mathe´matiques des deux e´tapes permettant de mener
a` bien le calcul. La premie`re explique comment propager l’erreur par la fonction ϕ, et la
seconde montre comment de´finir cette fonction pour un algorithme de minimisation de
crite`re. Ce raisonnement est en-fait tre`s ge´ne´ral, et a e´te´ applique´ a` de tre`s nombreux
proble`mes s’appuyant sur une minimisation de crite`re.
Propagation de l’incertitude pour une fonction C1 Nous allons maintenant exami-
ner le cas d’un objet probabiliste de´fini comme le re´sultat de l’application d’une fonction
C1 a` un autre objet probabiliste.
Examinons d’abord le cas affine bijectif : y est de´fini a` partir de x par : y = Bx + t
ou` B est une matrice inversible et t un vecteur. La densite´ de y est donne´e par py(y) =
|B|(−1) .px(B(−1).(y − t)). Ceci permet de calculer l’espe´rance et la covariance de y :
y = E [y] =
∫
y.px(B
(−1).(y − t)) dy|B| =
∫
(Bx+ t).px(x).dx = Bx+ t
Σyy = E
[
(y − y)(y − y)t] = ∫ (Bx−Bx)(Bx−Bx)tpx(x).dx = BΣxxBt
Dans le cas non line´aire, nous utilisons un DL d’ordre 1 de la fonction autour de la
moyenne de la primitive de de´part : si ϕ(x) = ϕ(x) + Jϕ(x).(x− x) +O(‖x− x‖2), on a :






(y − y)(y − y)t] = E [(ϕ(x)− ϕ(x))(ϕ(x)− ϕ(x))t]+O (E [‖x− x‖3])
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= Jϕ(x).E
[






Lorsque les bruits ne sont pas trop important (i.e. lorsque ‖x− x‖ reste faible), on peut




Remarquons que l’on mesure ici la covariance de l’estime´e y par rapport a` l’estime´e
moyenne y. Mais l’estime´e moyenne ne correspond pas toujours a` la ve´ritable valeur de
y, auquel cas on dit que ϕ est un estimateur biaise´ de y. La covariance par rapport a`
y sous-estime alors la covariance par rapport a` la ve´ritable valeur de y. C’est pourquoi
nous avons suppose´ que le recalage donnait le bon re´sultat en l’absence de bruit, i.e. que
y = ϕ(x) donnait la bonne valeur de y et donc que ϕ n’est pas biaise´.
La transformation comme fonction des donne´es On rassemblera les donne´es dans






), dont on supposera la covariance connue :
Σχχ = (Σm1m1 ,...,ΣmnMmnM ,Σs1s1 ,...,ΣsnS snS ). La transformation fournie par l’algorithme
est celle qui minimise le crite`re, et donc obe´it a` Φ(T,χ) = ∂C(T,χ)
∂T





de´finie positive). La fonction ϕ est donc une fonction implicite des donne´es χ,
de´finie par : Φ(ϕ(χ),χ) = 0. Le the´ore`me des fonctions implicites permet alors de calculer












Re´sultat final En combinant les re´sultats des paragraphes pre´ce´dents, on peut calculer
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3.9.2 Application a` l’ICP
Il ne nous reste plus ici qu’a` calculer les diffe´rents e´le´ments de la formule pre´ce´dente,
pour le crite`re de l’ICP avec distance de Mahalanobis. Le calcul de Φ et H a e´te´ effectue´

















































Il reste donc a` calculer ∂Φ
∂χ





























































































On peut alors simplifier ce calcul lorsque les erreurs sur les diffe´rents appariements de
poids non nuls sont inde´pendantes, en remarquent que la covariance Σsi1si2 (resp. Σmj1mj2 )
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Dans le cas de la distance de Mahalanobis, et lorsque il n’existe qu’un Aij non nul (et
e´gal a` 1) pour i ou j donne´ (c’est le cas pour l’ICP, si on e´vite d’apparier plusieurs points






































(−1).H.H(−1) = H(−1) (3.13)
Cette matrice de covariance pourra eˆtre e´tudie´e directement, ou pourra permettre
d’exprimer la pre´cision sur la position dans une zone cible (voir section 6.1.6).
3.9.3 Discussion
Les tests expe´rimentaux montrent que cette me´thode donne des re´sultats beaucoup
trop sous-estime´s (la pre´cision pre´dite dans la zone cible oscille entre 0.02mm et 0.1mm
alors que les re´sultats expe´rimentaux montrent qu’elle est plutoˆt de l’ordre de 0.2mm)
pour le recalage de surfaces.
3.9.4 Me´thodes de type “Bootstrap”
Il existe une autre grande cate´gorie de me´thodes pour estimer l’incertitude d’un algo-
rithme comme le noˆtre, les me´thodes de type “bootstrap” [Duda et al., 2001, Section 9.4].
Nous pre´sentons ici la me´thode propose´e par [Matei and Meer, 1999], qui est une me´thode
de type parame´trique, i.e. qui s’appuie comme notre pre´diction sur une mode´lisation du
bruit sur les donne´es χ. Mais plutoˆt que de pre´dire la conse´quence de ce bruit par un
calcul base´ sur une approximation au premier ordre de la fonction de recalage ϕ, elle la
mesure par simulation, en observant la variabilite´ des recalages obtenus pour une centaine
de jeux de donne´es χ′ obtenues en bruitant χ suivant le mode`le de bruit retenu.
L’avantage de ces me´thodes est qu’elles donnent de re´sultats un peu plus pertinents,
car elles utilisent directement l’algorithme de recalage, et e´vitent donc les approximations
que nous avons duˆ faire pour la pre´diction (approximation line´aire de la de´rive´ du crite`re,
non prise en compte des variations des appariements, non prise en compte des de´rive´s
secondes dans le calcul du Hessien, ...).
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Les de´fauts de ces me´thodes sont qu’elles ne donnent pas de formule explicite, et
qu’elles sont beaucoup plus lentes car elles exigent de faire de nombreux recalages.
Par conse´quent, nous avons surtout utilise´ les me´thodes “bootstrap” pour valider la
pre´diction the´orique (notamment dans la section 5.4). La figure 3.6 montre un exemple
ou` la pre´diction the´orique fournit des re´sultats tre`s proche des me´thodes “bootstrap”, ce
qui permet de justifier les approximations re´alise´es dans les calculs et choisir finalement
la pre´diction the´orique pour l’usage quotidien.
Fig. 3.6 – Comparaison de la pre´cision pre´dite the´oriquement et simule´e par“bootstrap”de
l’ICP pour un recalage de 3 points identifie´s avec diffe´rents niveaux de bruits. On constate
que les chiffres sont tre`s proches pour des variances infe´rieures a` 2mm.
3.10 Conclusions
Cet e´tat de l’art sugge`re de nombreuses directions pour ame´liorer l’ICP. Un premier
axe porte sur la re´solution de ses proble`mes de robustesse. Deux ide´es se de´gagent :
– l’EM associe´ au recuit simule´ semble eˆtre l’approche la plus efficace pour la ro-
bustesse par rapport a` la transformation initiale. Il faut cependant lui donner une
justification the´orique, et savoir comment re´gler ses parame`tres. C’est ce que nous
ferons au prochain chapitre.
– l’utilisation de primitives plus complexes permet d’ame´liorer la robustesse aux points
aberrants : nous pourrions en l’occurrence utiliser des points oriente´s, puisque nous
disposons d’une information sur la normale a` la surface en chaque point de nos
nuages. Ce sera le sujet du chapitre 5, puis, dans un cadre plus ge´ne´ral, des chapitres
7 et 8.
Un second axe porte sur l’adaptation de l’ICP au recalage de surfaces (ou` les points ne sont
pas ve´ritablement apparie´s) et en particulier sur l’estimation the´orique de l’incertitude
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car elle fonctionne mal sous sa forme actuelle. De plus, nous ne savons absolument pas
comment pre´dire les autres sources de bruit (interne par exemple). Nous aborderons ce
dernier point dans la section 5.4.
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4.1 Introduction
4.1.1 Proble´matique
L’e´tat de l’art pre´sente´ au chapitre pre´ce´dent montre une chose en particulier : la quasi
totalite´ des de´veloppements qui ont e´te´ faits autour de l’ICP sont tre`s pragmatiques,
heuristiques, reposant la plupart du temps sur la minimisation d’un ou plusieurs crite`res
bien choisis, mais pas ve´ritablement justifie´s. Nous souhaiterions donc mettre en place une
fac¸on de de´river ces crite`res qui s’appuie sur des hypothe`ses claires et un raisonnement
rigoureux permettant de mieux comprendre pourquoi les algorithmes fonctionnent, et
comment les adapter en fonction des donne´es.
Plusieurs travaux sugge`rent ou pre´sentent une mode´lisation probabiliste du recalage :
– Les travaux de Pennec [Pennec, 1996] justifient l’utilisation de la distance de Maha-
lanobis dans l’ICP pour des primitives varie´es (points, trie`dres, ...).
– Les travaux de Rangarajan et al. (voir section 3.7) pre´sentent des variantes de l’ICP
base´es sur des crite`res inspire´s des statistiques.
– Wells [Wells, 1997] propose une mode´lisation statistique de l’ICP et sugge`re d’ap-
pliquer l’EM a` l’ICP. Il ne l’imple´mente et ne le teste malheureusement pas.
– Les travaux de [Luo and Hancock, 1999] appliquent l’EM au recalage rigide, mais
de fac¸on peu claire et en se focalisant sur le proble`me de l’appariement des points.
Nous nous proposons donc ici de regrouper et comple´ter ces travaux, pour justifier
l’ICP/EM, puis de leur donner une nouvelle interpre´tation multi-e´chelle.
4.1.2 Organisation du chapitre
La premie`re e´tape pour de´river l’ICP/EM est de re´-e´crire notre proble`me de recalage
sous forme d’un proble`me de maximisation de vraisemblance. Nous le ferons a` la sec-
tion 4.2, ou` nous verrons en particulier que l’ICP est en-fait l’approche “Maximum de
vraisemblance pur”. Nous verrons ensuite comment l’adapter a` la fac¸on de l’EM (section
4.3).
D’un point de vue pratique (section 4.4), le principal inte´reˆt de l’ICP/EM sera de lisser
plus ou moins le crite`re de l’ICP, en fonction d’un parame`tre d’e´chelle, la variance. Nous
verrons qu’a` petite e´chelle, le crite`re sera le meˆme que l’ICP, avec ses nombreux minima
locaux et les proble`mes de robustesse par rapport a` la transformation initiale que cela
entraˆıne. Ces minima disparaˆıtront au fur et a` mesure que nous augmenterons l’e´chelle,
jusqu’a` se fondre en un seul minimum global, qui correspondra a` l’alignement des centres
et moments d’inerties des deux nuages de points. Le recalage sera alors parfaitement
robuste, mais tre`s impre´cis. Nous obtiendrons finalement un recalage a` la fois robuste
et pre´cis en appliquant une me´thode de raffinement progressif de l’e´chelle (“coarse-to-
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fine” en anglais), i.e. en partant d’une grande e´chelle et en la diminuant au cours des
ite´rations. Puis nous poursuivrons l’analogie avec les approches multi-re´solutions connues
en sous-e´chantillonnant nos donne´es en fonction de l’e´chelle, pour re´duire le temps de
calcul. Ce sous-e´chantillonnage sera effectue´ avec un algorithme de de´cimation tre`s simple
qui permettra en outre d’homoge´ne´iser l’e´chantillonnage des nuages de points, et donnera
finalement des re´sultats bien plus robustes et rapides que l’ICP.
Dans la section 4.5, nous calculerons les diffe´rentes de´rive´s du crite`re de l’ICP/EM,
qui permettront d’adapter les me´thodes d’optimisation par descente de gradient et les
me´thodes de pre´diction the´orique de l’incertitude.
Dans le section 4.6, nous pour parlerons de la paralle´lisation des algorithmes (ICP et
ICP/EM), qui permettra, en utilisant plusieurs ordinateurs, d’acce´le´rer encore le recalage.
Pre´cisons que la partie principale de ce chapitre (section 4.2 a` 4.4) est une version
le´ge`rement remanie´e de l’article de confe´rence publie´ a` ECCV’02 [Granger and Pennec,
2002b].
4.2 Statistical formulation of the ICP algorithm
Let si be the nS points of the scene S, mj the nM points of the model M and T a
rigid transformation from the scene to the model. Assuming that T ? si is homologous to
mj (i.e. a measure of mj) with a known noise model, its density probability function can
be defined by:
p(si|mj,T ) = p(T ? si|mj) (4.1)
In the case of an additive and centered Gaussian noise of covariance Σ, this probability
can be defined using the Mahalanobis distance µ2(x,y) = (x− y)t.Σ(−1).(x− y):
p(si|mj,T ) = k−1. exp(−µ2(T ? si,mj)/2)
To represent the matches estimation, we use a binary matrix A: Aij = 1 if si matches
mj and 0 otherwise. Since each scene point si is assumed to correspond exactly to one
model point with index say j?, we have Aij = δjj? and
∑
j Aij = 1 for all scene indices
i. In order to represent random matches, we use a random matching matrix A. Each
possible matching matrix A has a probability p(A) = P (A = A) and verifies the previous
constraints: Aij = E [Aij] = P [Aij = 1] ∈ [0,1] and
∑
j Aij = 1. Finally, since scene










The first example of such a random matrix is the a-priori probability of the matches:
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this is the law giving the probability that a given scene point is a measure of a given model





Now, the joint probability of si and Aij is simply: p(si,Aij = 1|M,T ) = piij.p(si|mj,T ).





Assuming that all scene points are conditionally independent, the joint probability of the
scene and the matches is the product of each of them:
p(S,A|M,T ) =∏i p(si,Ai|M,T ) =∏ij(piij.p(si|mj,T ))Aij (4.2)
Finally, we are looking for the transformation that maximises the likelihood of the observed
scene, or equivalently minimises its negative log:
CICP (T,A) = − log p(S,A|M,T ) =
∑
ij Aij.(− log p(si|mj,T )− log piij) (4.3)






2(T ? si,mj) + Cte (4.4)
One recognises here the standard ICP criterion using the Mahalanobis distance (see eq.
3.4 and 3.7). This proves that ICP is no more than a maximum likelihood approach of the
registration problem. Moreover, [Kanatani, 1996] showed that this is the best (minimal
variance) estimator. Note that the criterion is invariant w.r.t a global scaling of the noise
covariance. This property will not hold any more for the following EM formulation.
4.3 Derivation of the ICP/EM algorithm
4.3.1 ML estimation of the transformation ignoring the matches
In the previous section, the transformation and the matches were both estimated by the
maximisation of the likelihood of the scene. But for registration purposes, the matches are
not parameters of interest. Two different ideas arise: on the one hand, we could maximise
the scene likelihood knowing only the transformation. We present this method in this
section. On the other hand, there is no reason to consider only the most likely matches,
especially when there are ambiguities. We could consider all the possible matches, compute
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their respective probability, and use the expectation of the previous criterion (eq. 4.3)
w.r.t. these probabilities (a kind of Bayesian estimation). This is presented in section
4.3.2.
Let us go back to the probability of each scene point. As we don’t want to deal with




{Ai} p(si,Ai|mj,T ) =
∑
j piij.p(si|mj,T )
This amounts to seeing the scene points as measurements of a mixture of probabilities
around the model points: there is no more homology between a scene point and one of
the model points. This interpretation is specially adapted for our case since the model is
a surface and not a collection of landmarks. Assuming once again the independence of the
scene points measurements, the likelihood of the scene and its negative log are :





j piij.p(si|mj,T )) (4.6)
Unfortunately, this criterion has no closed form solution and we do not know any
robust and efficient method to minimise it directly.
4.3.2 “Bayesian” estimation of the transformation
We now turn to the second method, which implies the computation of the a-posteriori
probability of each possible matches matrix A knowing the scene, the model and the
transformation. This can be achieved using Bayes rule, and eq. 4.5 and 4.2. To simplify
the notations, we denote by AT the random matching matrix defined by:








Since we have p(AT = A) =
∏
ij((AT )ij)





Thus, the idea is to optimise the expectation of our first criterion (eq. 4.3) w.r.t. this
law:
CAT (T ) = EAT [CICP (T,A)] =
∑
ij
(AT )ij.(− log p(si|mj,T )− log piij) (4.9)
At this point, the algorithm is obvious: starting from a first estimation of the trans-
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formation, we alternatively compute the probability of matches (AT )ij and optimise this
new criterion. Unfortunately, this new algorithm does not correspond to the minimisation
of a well posed criterion, as (AT )ij depends on T and vice versa. Thus, the convergence is
not ensured.
4.3.3 Equivalence of the two approaches: the EM algorithm
In fact, it turns out that the algorithm justified in section 4.3.2 is no more than the opti-
misation of the criterion presented in section 4.3.1, through an Expectation-Maximisation
(EM) approach [Couvreur, 1996; Neal and Hinton, 1998]. Thus, the algorithm is ensured
to converge.
To relate the criterion CEM(T ) = −log(p(S|M,T )) with the optimisation method,
let us introduce the matching matrix in the criterion using Bayes rule and take its
expectation for any law on A: CEM(T ) = EA [CEM(T )] = −EA [log p(S,A|M,T )] +
EA [log p(A|S,M,T )]. Since this criterion is still independent of A, we create a se-
condary criterion that depends explicitly on them by adding the Kullback-Leibler
distance between A and the a-posteriori law on the matches: KL(A||AT ) =
EA [log p(A)− log p(A|S,M,T )]. This distance is positive, and null only for A = AT .
The criterion rewrites :
CEM(T,A) = CEM(T ) +KL(A||AT ) (4.10)
= EA [log p(S,A|M,T )] + EA [log p(A)] (4.11)
The EM algorithm is the alternative minimisation of this criterion.
E-Step: estimation of the matches Here, T is fixed and we minimise the criterion
w.r.t. A. Using eq. (4.10), we are left with A = AT . Since the distribution of the (AT )ij
is binary and normalized, it can be uniquely characterized by its mean value (AT )ij. As
scene points are independant, they can be treated seperatly. In practice, for each scene
point, we search all close model points, and compute their weights using eq. (4.8).
M-Step: estimation of the transformation Now, the matches probability are fixed
and equal to AT , and we minimise the criterion w.r.t. T . Using eq. (4.11) and dropping
the constant term EA [log p(A)], we are left with the minimisation of the expectation of
log(p(S,A|M,T ))), which is exactly the criterion (4.9).
Optimality and convergence: After the E-Step, we have exactlyKL(A||AT ) = 0 and
then CEM(T,A) = CEM(T ). This proves that our“Bayesian”estimation is a computational
76
4.4. Multi-Scale gaussian ICP/EM with decimation
trick for minimising CEM(T ) and thus the algorithm is ensured to converge toward a local
minimum of CEM(T ).
4.4 Multi-Scale gaussian ICP/EM with decimation
We focus in this section on the simple case where the noise is homogeneous, Gaussian
and isotropic with uniform priors on the matches. In this case, we are left with only
one free parameter: the variance of the Gaussian noise. We first analyze the influence
of the variance on the criterion shape and show that it behaves as a smoothing factor.
This leads to a multiscale scheme designed to improve robustness without penalizing the
accuracy: due to the high computational cost at coarse scales, we combine an annealing
scheme with a simple but very efficient decimation technique as an approximation of the
criterion. This technique is very similar to the multi-scale approaches used in standard
image (i.e. intensity) analysis domains, and lead to substantial improvements in terms of
robustness and computation times.
4.4.1 ICP/EM for a homogeneous Gaussian noise and uniform
priors
For an isotropic Gaussian noise, the Mahalanobis distance reduces to a rescaled dis-
tance: µ2(T ?si,mj) =
1
σ2
‖T ?si,mj‖2. For an homogeneous noise (all points have the same
variance) and uniform priors, the piij and the normalisation constants of the gaussian laws
are all equal, and the two EM steps turn out to be particularly simple 11:
(AT )ij =
exp(−‖T ? si −mj‖2/2σ2)∑
k exp(−‖T ? si −mk‖2/2σ2)
(4.12)





(AT )ij.‖T ? si −mj‖2 (4.13)
Practically, the only difference with the ICP for optimizing the transformation is the
presence of non-binary weights. In the rigid case, this can be solved by a straightforward
adaptation of the SVD or the unit quaternion methods [Eggert et al., 1997].
One can even simplify eq. 4.13 by considering that each scene point si contribute to
the criterion through
∑
j (AT )ij‖T ?si−mj‖2. As the weights are normalized, this is equal
to ‖T ? si −mi‖2 +
∑
j (AT )ij‖mi −mj‖2, where mi is the barycenter of the mj weighted
by the (AT )ij. As the second term is constant during the M-Step, we are left with the
11. On the contrary, when noise is not homogeneous, one has to take the priors and normalisation
constants into account when computing the weights. Thus, the most probable point is not always the
closest one.
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optimization of
∑
i ‖T ? si,mi‖2, which is a standard non-weighted least-square.
One important practical problem is the rejection of outliers. The theoretical develop-
ments of the previous section could easily be adapted to add a probability to match a
scene point to the background, as done in [Wells, 1997, pp.78]. In our case, this turns out
to be almost equivalent to thresholding the Mahalanobis distance. Thus, we only need
to look for matches up to a maximum distance (e.g. 3.σ). Model points farther away are
considered as outliers and are given a null weight.
To determine the variance, we may use a ML approach, which amounts to minimizing
the EM criterion with respect to σ given a transformation and a set of (probabilistic)






(AT )ij.‖T ? si,mj‖2. (4.14)
One could think to estimate the variance this way at each EM iteration as a third step of
the optimization process, but we experimentally observed that the decrease was too sharp
and was sticking the algorithm in local minima.
4.4.2 Criterion shape and annealing scheme
To understand the influence of the variance, we analyzed in appendix B the asymptotic
values of the criterion and showed that, for high values of the variance, it simply aligns
inertia centers and moments of the two point sets, while it reaches the standard ICP
criterion for small values of σ. Intermediate values of the variance are presented in Fig. 4.1:
one clearly see that the brittle shape of the ICP criterion (with numerous local minima) is
smoothed into an almost quadratic shape for a higher variance with a decreasing number
of local minima for intermediate values. One can also see that the correct (i.e. the global)
minimum is unfortunately shifted when the variance is increased. This suggests that we
should start from a large variance, which should guaranty the robustness, and track this
minimum as the variance decrease to end up with the real noise variance that will ensure
the most accurate results.
Since using the ML estimation of the variance imposes too fast a decay, we chose to
impose a slight but regular decrease by dividing the variance parameter after each itera-
tion with a fixed value called annealing coefficient (typically 1.1). Notice that doing so
can sometimes lead to an increase of the criterion value between two step. An alternative
approach would be to wait for the convergence before decreasing the variance parameter,
but we experimented that it was slower and less efficient. The annealing process is stopped
either when the variance reaches a predefined value, computed on a good registration of
typical data-sets, or when it reaches the value estimated using eq. 4.14 at the current
iteration. The initial value of the variance obviously depends on the quality of the ini-
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Fig. 4.1 – Criterion vs Z-translation for ICP (on the left) and for EM (on the right).
There are two relevant minima for ICP (0, where the algorithm stopped, and 0.25, where
criterion is minimum) and irrelevant ones (e.g. 0.1 and 0.3). The EM criterion has a
much smoother shape. For an under-estimated variance (0.1 mm) the irrelevant minima
have disappeared. For the approximative noise variance (0.2 mm), even the first minima
has disappeared. For a larger (overestimated) variance (1 mm), the criterion is almost
quadratic, but the global minimum has been shifted.
tialization (i.e. the initial estimation of the transformation). We have no theoretical way
of evaluating this value yet. In our experiments, we used a value varying from 16 to 100
times the typical real noise variance (i.e. between 4 and 10 times the standard-deviation).
4.4.3 Decimation
In this paper, we are interested in large number of scene points (typically 20000 to
50000). With the ICP algorithm, most of the computation time is spent in the closest
point search. This is usually implemented using a kD-tree or some similar method and
the search is limited to the threshold distance defined for outliers rejection. The same
technique is of course applied when using the ICP/EM algorithm, except that all points
closer than a maximal Mahalanobis distance are taken into account.
With the annealing scheme, the problem is that the maximum Euclidean search dis-
tance is then proportional to the standard deviation: with a large variance, virtually all
model points have to be retrieved and the kD-tree becomes completely inefficient. This
has an “exponential” influence on the computation time that practically forbids the use
of the annealing scheme. The main idea was then to see the variance as a down-sampling
parameter: at a coarse scale, we do not need to be accurate and we can approximate
roughly our data-set. When the variance goes down, we have to refine our approximation
to increase the accuracy.
To speed-up the algorithm at a given scale, the basic idea is to observe that if n scene
points are close enough (w.r.t. the variance), they will share almost the same closest points
within the model with almost the same weights. Thus, approximating these n points by
considering n time one of them will optimize a good approximation of our criterion (n
is called the decimation weight). In fact, we strongly believe that we have to use their
barycenter to obtain a second order approximation of the criterion (but we lack a detailed
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proof). This leads to a simple decimation technique that merges scene points that are close
to each other. More precisely, we consider that the distance of a point to its approximation
has to be inferior to α.σ.
In fact, any decimation technique that replace a subset of close points by their ba-
rycenter will be compatible with ICP/EM. One could imagine lots of different ways of
finding these subsets of points. We present in Fig. 4.2 a simple and very fast technique:
the sphere decimation. It consists in adjusting a sphere of radius α.σ centered on the ba-
rycenter of the points it contains. The modifications of the ICP/EM algorithm including
the decimation and annealing schemes are presented in Table 4.1.
(a) Sphere init. (b) Iteration 1 (c) Iteration 2 (d) Fusion
Fig. 4.2 – The greedy sphere decimation algorithm. At the beginning, we define
a remaining list containing all the points of the original cloud and we create an empty
decimated cloud. We iteratively add points in the decimated cloud as follows. Starting
from a remaining point, we initialize a sphere of radius α.σ centered on this point (a).
Then, we iteratively find all remaining points in this sphere, compute their barycenter s,
and move the center of the sphere to this barycenter (b,c). After convergence, we create a
new point in the “decimated cloud” at the center of the sphere with a weight equal to the
number of remaining points within the sphere, and we remove these remaining points (d).
The whole process ends up when there are no more remaining points.
Initialization : Compute a first estimation of T , and set σ2 to its initial value.
Repeat
Decimation : Decimate the scene with a sphere radius α.σ.
E-Step : For each si in the decimated scene with decimation weight wsi :
Search all mj such that ‖T ? si −mj‖2 < σ2.µ2max using a kD-tree
Compute the weights (AT )ij using Eq. 4.12
M-Step : Re-estimate T by minimising
∑
ij wsi(AT )ij.‖T ? si −mj‖2.
Annealing : Divide σ2 by the annealing coefficient. If σ2 is below the final noise
variance, set it to the final noise variance.
Until convergence
Tab. 4.1 – Pseudo-code of the Multiscale ICP/EM registration algorithm.
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4.4.4 Analogy with multi-scale intensity-based techniques
As the variance can be considered as a scale parameter, it is interesting to deter-
mine how our annealing and decimation scheme relates to multiscale techniques already
developed for intensity-based registration. We analyze in this section the coarse-to-fine
aspects, realized by the coupling of the EM algorithm and the annealing scheme, and the
down-sampling aspects, realized by the decimation, and linked to the multi-grid approach
with intensity images. Our discussion will be quite pragmatic, though we think it could
be integrated into a rigorous multi-scale framework (see for instance [Lindeberg, 1994]).
Coarse-to-fine approaches
The main idea underlying multiscale intensity- (i.e. image-) based registration ap-
proaches is to get rid of small details that create local minima and trap the algorithm
when the initialization is too far away from the solution. This is especially the case for
non-rigid registration [The´venaz et al., 1998]. This is usually implemented using a pyramid
of blurred images with an increasing Gaussian kernel [Jolion, 1994].
Using a Gaussian mixture model for representing the probability of measuring points
follows essentially the same idea: we are representing the pdf of measuring one point of the
model as a blurred version of the original (Dirac) model measurements. As the variance
grows to larger values, we will loose the precise local shape of the surface to focus on a
more global shape.
The main difference with images is that our measurements are not on a regular grid:
precomputing the pdf on a regular grid would forbid the use of an efficient ICP-like
algorithm. This is why the blurring is introduces directly within the algorithm via the EM
weights. Moreover, the normalization has to be done for each scene point independently
(as distances are different) and cannot be incorporated into the blurring kernel. This could
be a difficult point in the rigorous modeling of our algorithm as a multiscale approach.
In the multiscale theory, one could show that the causality hypothesis implies that the
local minima at a fine scale are gradually merging with the scale, and that there is no
bifurcation (creation of new minima). Although we experimented a similar behavior with
ICP/EM (see Fig. 4.1), we lack a rigorous multiscale setting to prove it. Such a result
would be especially interesting since we know that there is a unique minimum at the
largest scale (if the inertia moments of the point clouds are sufficiently anisotropic): could
we find a path along scales leading from this unique minimum to the global minimum at
the finest scale? If there exists moreover a technique to choose the right path, we could
obtain a perfectly robust algorithm.
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Decimation
Multi-scale techniques are often coupled with a down-sampling of the image at each-
scale, designed to improve the computational efficiency. This down-sampling is usually
integrated into a multi-grid approach where the resolution of images is for instance divided
by two at each coarser scale. This is implemented through a resampling algorithm that
takes into account the Gaussian blurring, and is designed to minimize the impact on the
registration criterion while reducing drastically the volume of data.
Our decimation technique was designed with the same concern, but there are some
major differences that could have a theoretical impact. Firstly, the scale does not need to
be divided by two at each scale to obtain an efficient algorithm: we can have a smoother
scale evolution that gives better results (see section 4.4.2). The counterpart is that we
cannot construct a pyramid using a recursive technique and we have to down-sample
the set of points at each scale from the original set of points. In our case, this is not a
problem as this step is computationally cheap. Secondly, our decimation is applied before
the implicit Gaussian blurring, and not concurrently as for images. This means that we
compute an ad-hoc approximation of the point location pdf, and not the best possible
one. However, the possible gain of such an optimisation would probably be discarded by
the extra computation time.
4.5 Comple´ments sur l’ICP/EM
Nous allons ici faire quelques comple´ments sur l’EM. Nous allons en particulier calculer
les diffe´rentes de´rive´es de son crite`re, qui peuvent eˆtre utile pour imple´menter une descente
de gradient (voir 3.8.2) ou adapter la pre´diction de l’incertitude (voir 3.9).
4.5.1 Gradient du crite`re & descente de gradient









j piij. exp(−D(sTi,mj)/2)) (4.15)
nous allons de´river le crite`re sur cette dernie`re forme, pour simplifier les calculs. Pour le
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on retrouve ainsi une de´rive´ analogue a` l’ICP, et c’est la raison profonde pour laquelle les
me´thodes d’optimisations directes qui ne reposent que sur des de´rive´s simples du crite`re
(Barycentre+SVD) ont pu eˆtre directement adapte´es. Ceci ne sera pas vrai pour les de´rive´s
secondes, car le terme de ponde´ration n’est pas constant par morceau comme dans l’ICP,
et va donc intervenir dans les de´rivations suivantes.
En ce qui concerne la descente de gradient de type Newton (voir 3.8.2), celle-ci fait
aussi appel au Hessien du crite`re. Elle l’utilise comme un “facteur de vitesse” permettant
de ponde´rer le gradient qui indique la direction dans laquelle aller pour minimiser le
crite`re. Si on utilise directement le hessien de l’ICP, on utilisera une vitesse inexacte, et
la conse´quence sera d’augmenter le nombre d’ite´ration de l’algorithme, sans pour autant
la remettre en question.
Cas gaussien On peut e´crire le gradient du crite`re de l’EM dans le cas gaussien (voir













4.5.2 Hessien du crite`re & vraie descente de gradient de type
Newton
Nous allons ici calculer le Hessien du crite`re de fac¸on exacte. Il va nous falloir pour





































































Chapitre 4. ICP et EM multi-e´chelle
Discussion Nous avons ve´rifie´ expe´rimentalement sur la base de test (voir 6.1.5) les
diffe´rences de comportement entre une descente de gradient utilisant le hessien de l’ICP
et une utilisant ce hessien corrige´. Nous n’avons pas note´ de diffe´rences notables entre les
transformations obtenues et le nombre d’ite´rations a diminue´ d’environ 30% en utilisant
la nouvelle version du Hessien.
4.5.3 Calcul d’incertitude
Pour adapter le calcul d’incertitude (voir section 3.9), nous devons aussi calculer la






































































































Nous reviendrons sur cette formule de pre´diction de l’incertitude adapte´e a` l’EM dans
le cadre de la pre´diction the´orique de la pre´cision du recalage sur les surfaces, section 5.4.
4.6 Paralle´lisation
4.6.1 Introduction
Lorsque l’on dispose de plusieurs processeurs, il peut eˆtre inte´ressant de re´partir les
calculs entre eux, afin de profiter de toute la puissance disponible et acce´le´rer ainsi le
recalage. Ceci peut arriver dans deux cas de figures diffe´rents :
– Les machines multi-processeurs : les machines e´quipe´s de plusieurs processeurs, au-
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trefois extreˆmement che`res et spe´cialise´es, sont devenues courantes, a` l’image des
PC bi-pros disponibles chez Epidaure. Il faut savoir que sur ce type de PC, un pro-
gramme normal ne sera exe´cute´ que sur un seul processeur. L’inte´reˆt est de pouvoir
faire tourner plusieurs programmes en meˆme temps. Cependant, a` l’aide d’une pro-
grammation spe´cifique (dite “par processus alle´ge´s”, “multi-thread” en anglais), on
pourra adapter un programme pour qu’il se divise en plusieurs processus qui seront
re´partis sur les diffe´rents processeurs. Ces diffe´rents processus pourront communi-
quer rapidement entre eux et partager la meˆme me´moire mais il faudra alors faire
attention qu’il n’e´crivent pas au meˆme endroit en meˆme temps, ce qui peut rendre
la paralle´lisation assez de´licate.
– Les re´seaux de machines : lorsque plusieurs machines sont connecte´es entre elles via
un re´seau, on peut les faire communiquer pour qu’elles se re´partissent le travail. Le
partage de me´moire sera en revanche impossible, et les communications assez lentes
(de l’ordre de 0.1 ms).
Nous ne nous consacrerons ici qu’au deuxie`me cas, plus ge´ne´ral. En effet, on pourra
toujours lancer deux instances du programme sur un bi-pro et les faire communiquer
comme si elles e´taient sur des machines diffe´rentes. Les programmes seront alors re´partis
sur les deux processeurs par le syste`me d’exploitation, re´alisant ainsi la paralle´lisation. Ils
ne pourront en revanche pas partager la me´moire (on aura donc deux copies des meˆmes
donne´es) et les communications seront plus lentes. Ceci ne sera heureusement pas geˆnant
dans notre cas, car le recalage utilise peu de me´moire (quelques me´ga-octets pour des
nuages de 100.000 points), et ne ne´cessite pas de communications intensives et rapides,
comme nous le verrons par la suite.
Pour paralle´liser un algorithme, il faut distinguer (voir figure 4.3 86) :
– les parties paralle`les : il s’agit des parties ou` plusieurs calculs inde´pendants doivent
eˆtre mene´s. Dans le cas de l’ICP et ses variantes, il s’agit des traitements pour chaque
point de la sce`ne (la recherche des voisins, le calcul des distances, des poids, ...), qui
sont inde´pendants pour deux points de la sce`ne diffe´rents. C’est bien e´videment ces
calculs que nous devrons re´partir entre les diffe´rentes machines.
– les parties se´quentielles : il s’agit des calculs qui ne peuvent pas eˆtre rendus inde´-
pendants, et ne peuvent donc eˆtre paralle´lise´s. Dans notre cas, ce sera le calcul de la
nouvelle estime´e de la transformation. D’une part, ce calcul de´pend des re´sultats des
calculs pour chaque point de la sce`ne, et on doit donc attendre que tous les points
de la sce`ne aient e´te´ traite´s avant de pouvoir l’effectuer. D’autre part, il ne peut
lui-meˆme pas se de´composer en calculs inde´pendants, et ne peut donc eˆtre effectue´
que sur une seule machine.
Le gain de temps entre la version classique et la version paralle`le de l’algorithme est
conditionne´ par les temps relatifs des calculs paralle`les et se´quentiels. En notant ts le
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Fig. 4.3 – Division des calculs en phases paralle`les et se´quentielles.
temps total des calculs se´quentiels (identique dans les deux versions), tp le temps des
calculs paralle`les dans la version classique et tpi les temps des calculs paralle`les effectue´s
sur la machine i dans la version paralle´lise´e, on peut exprimer le temps de la version
classique Tclassique = ts+ tp et le temps de la version paralle`le Tparallele = ts+max(tpi). Le
temps optimum sera atteint quand d’une part la paralle´lisation en elle-meˆme n’introduit
pas de temps supple´mentaire (duˆ par exemple a` la communication entre les machines ou a`
l’algorithme de re´partition des calculs entre les machines), i.e. quand
∑
tpi = tp, et quand,
d’autre part les calculs sont e´quitablement re´partis entre les machines, i.e. quand les tpi
sont tous e´gaux. On a alors tpi = tp/n ou` n est le nombre de machines. Le rapport optimum















+ F avec F =
ts
tp + ts
Cette loi est appele´e loi d’Amdahl et donne donc le facteur d’acce´le´ration maximum
possible, en fonction du pourcentage de calcul se´quentiel.
Dans le cas de l’ICP, ce pourcentage est tre`s faible (le temps de calcul de la nouvelle
transformation est ne´gligeable), si bien que le temps de calcul est the´oriquement divise´
par un facteur proche du nombre de machines mises en jeux, a` condition de bien re´partir
les calculs et ne pas perdre de temps avec les instructions de la paralle´lisation elles-meˆmes.
4.6.2 Paralle´lisation statique
Nous allons dans un premier temps montrer comment re´partir les calculs entre les
diffe´rentes machines sans chercher a` rendre cette re´partition efficace. Pour cela nous allons
diviser la sce`ne en plusieurs sous-nuages qui seront traite´s sur chaque machine. Nous
verrons comment regrouper ensuite les re´sultats des traitements. Nous utiliserons pour
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cela une bibliothe`que appele´e MPI, que nous allons maintenant pre´senter.
MPI
Nous devons faire communiquer les machines entre elles. Nous utiliserons pour cela le
protocole MPI, qui pre´sente l’avantage d’eˆtre standardise´ et disponible sur la plupart des
machines et syste`mes d’exploitation possible (et en particulier sur les PC Linux utilise´s
chez Epidaure et sur les PC Windows utilise´s chez AREALL). Les diffe´rentes versions de
MPI se composent de :
– une bibliothe`que de fonctions de´die´es a` la communication entre machines que l’on
peut directement utiliser en C et C++.
– un moteur (un exe´cutable) permettant de lancer simultane´ment sur plusieurs ma-
chines plusieurs instances d’un meˆme programme (ou meˆme plusieurs programmes
diffe´rents) ainsi que les modules qui leur permettront effectivement de communiquer
graˆce aux fonctions de la bibliothe`que.
Lorsqu’on lance les diffe´rentes instances a` l’aide du moteur, celui-ci va leur attribuer des
nume´ros entre 0 et n− 1 (ou` n est le nombre d’instances). On pourra en particulier faire
jouer un roˆle particulier a` l’une de ces instances (la 0 en ge´ne´ral), que l’on appellera alors
le maˆıtre, les autres e´tant les esclaves.
Nous aurons besoin des fonctions MPI suivantes :
– MPIInit(), MPICommrank(int& id proc), MPICommsize(int& nb proc) : ces fonc-
tions permettent d’initialiser le processus de communication en de´but de programme
et de connaˆıtre le nume´ro d’identification de l’instance ainsi que le nombre total
d’instances.
– MPIReduce(variables, int id maitre) : cette fonction additionne les variables des es-
claves aux variables du maˆıtre, identifie´ par son nume´ro d’instance (souvent 0).
– MPIBroadcast(variables, int id maitre) : cette fonction copie les variables du maˆıtre
dans celles des esclaves.
Ces fonctions sont bloquantes : il faut attendre que tous les processeurs aient appele´ la
meˆme fonction avant qu’elle ne libe`re la main et laisse ainsi chaque instance poursuivre ses
calculs. Il sera donc pre´fe´rable de ne les utiliser qu’en de´but et fin de phase paralle`le pour
synchroniser les diffe´rents processus a` ces moments la`, et de ne pas les appeler pendant
la phase paralle`le elle-meˆme pour ne pas bloquer les calculs.
Paralle´lisation formelle de l’ICP/EM
Rappelons maintenant l’algorithme de l’ICP/EM :
Initialisation : Calculer une premie`re estime´e de T , et mettre le parame`tre d’e´chelle σ2
a` sa valeur initiale.
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Re´pe´ter
// De´cimation : De´cimer la sce`ne avec un rayon de sphe`re α.σ.
E´tape E : Pour chaque point si ide la sce`ne de´cime´e avec le poids de de´cimation
nsi :
Chercher les points du mode`le mj tels que ‖T ?si−mj‖2 < σ2.µ2max en utilisant
un kD-Tree.
Calculer les poids (AT )ij suivant l’eq. 4.12
E´tape M : Re´-estimer la transformation T en minimisant
∑
ij nsi(AT )ij.‖T ? si −
mj‖2.
Recuit simule´ : Diviser σ2 par le coefficient de recuit. Si σ2 est infe´rieur a` l’e´chelle
finale, le mettre a` l’e´chelle finale.
Jusqu’a` convergence
Nous devons maintenant nous demander quelle est la plus grande partie que nous pouvons
paralle´liser. On ne peut e´videmment pas effectuer plusieurs ite´rations simultane´ment car
une ite´ration de´pend de la pre´ce´dente.
A l’inte´rieur d’une ite´ration, les calculs pour chaque point de la sce`ne sont inde´pen-
dants. On peut donc re´partir les points entre les diffe´rents processeurs et ne re´cupe´rer que
leur re´sultat sur un maˆıtre. Mais jusqu’ou` peut-on synthe´tiser le re´sultat sur un processeur
donne´ pour limiter au maximum les communications et les de´se´quilibres entre maˆıtre et
esclaves? Les grandeurs qui nous inte´ressent sont les suivantes :




j p(si/T ? mj) et ses variantes (e.g. la distance quadra-
tique moyenne entre points apparie´s).
– La nouvelle transformation, dont le calcul par la me´thode de la SVD (voir 3.2.4) est






























On peut constater que toutes ces grandeurs peuvent eˆtre de´finies comme des accumulations
de grandeurs pour chaque point de la sce`ne, i.e. mises sous la forme F =
∑
i f(si) : on
peut donc se contenter de transmettre les valeurs par point de la sce`ne f(si) voire les




Finalement nous pouvons sur un processeur effectuer les calculs pour un groupe de
points donne´, accumuler les valeurs f(si), et attendre que tous les points aient e´te´ traite´s
pour effectuer les communications (l’addition finale sur le maˆıtre des sommes partielles
de chaque instance, a` l’aide de la fonction MPIReduce) et les calculs se´quentiels sur
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le maˆıtre (le calcul de la nouvelle transformation, les affichages, le passage a` l’ite´ration
suivante). Il faudra ajouter a` cela des communications au de´but de la nouvelle ite´ration
(la communication de la nouvelle transformation aux esclaves, a` l’aide de la fonction
MPIBroadcast). Ainsi le temps de communication et le temps se´quentiel est extreˆmement
re´duit.
En ce qui concerne la re´partition des points, nous nous contenterons ici d’une re´-
partition e´quitable en nombre entre les diffe´rentes instances du programme. L’instance
de nume´ro id devra donc traiter les points int((id ∗ nbpoints)/nbprocess) a` int(((id + 1) ∗
nbpoints)/nbprocess) − 1 ou` int de´signe la partie entie`re. C’est tellement simple qu’aucune
communication ne sera ne´cessaire pour faire connaˆıtre cette re´partition.
Lors de l’imple´mentation effective de l’algorithme, il faudra bien ve´rifier que la ver-
sion paralle`le produit bien exactement les meˆmes re´sultats que la version classique. Nous
l’avons bien e´videment syste´matiquement ve´rifie´, et n’aborderons plus ce point par la
suite.
4.6.3 Paralle´lisation dynamique
La paralle´lisation statique permet d’atteindre des vitesses satisfaisantes (supe´rieures
a` la moitie´ de la vitesse maximale the´orique). Les temps pour chaque point de la sce`ne
peuvent varier e´norme´ment (en fonction du nombre de points du mode`le a` proximite´), et la
re´partition e´quitable en nombre de points a` traiter n’est donc pas synonyme de re´partition
e´quitable en temps. Mais ces de´se´quilibres sont atte´nue´s par le grand nombre de points si
bien que les temps de calculs de chaque instance restent voisins. Cependant ces re´sultats se
de´gradent lorsqu’apparaissent des de´se´quilibres entre la puissance des diffe´rentes machines,
soit parce qu’elles sont diffe´rentes soit parce que certaines sont de´ja` occupe´es. La machine
la plus lente fait alors attendre toutes les autres pour la phase se´quentielle. Ainsi nous
avons compare´ les re´sultats entre une grappe de n bi-pros a` 935 MHz et une grappe de n
bi-pros a` 935 MHz et 1 bi-pro a` 500 MHz. Nous avons trace´ le temps de calcul en fonction
de la puissance totale disponible (figure 4.4 gauche). L’expe´rience confirme qu’un seul
processeur moins rapide retarde significativement les autres. Le rendement (rapport entre
temps effectif et temps the´orique) varie entre 50 et 80 %.
Pour reme´dier a` cet inconve´nient, on utilisera une technique usuelle de re´partition
dynamique des calculs appele´e vol de tache : un processeur qui a fini ses calculs propose
au plus charge´ de lui reprendre une partie de ses calculs pour le soulager. Ceci suppose que
les processeurs puissent communiquer entre eux pour se tenir informe´s de l’avancement
de leur tache. On peut envisager plusieurs strate´gies :
– Une strate´gie maˆıtre/esclave : un processeur joue ici un roˆle particulier, celui de
centraliser les informations. Chaque esclave ne peut communiquer qu’avec le maˆıtre,
ce qui simplifie beaucoup le nombre de messages en circulation.
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Fig. 4.4 – Temps de calcul de l’ICP en fonction de la puissance disponible : temps the´o-
rique sur une seule machine, temps mesure´ sur une grappe homoge`ne et sur une grappe
he´te´roge`ne. Les rendements se situent entre 50 et 80 % pour la paralle´lisation statique (a`
gauche) et sont supe´rieurs a` 90 % pour la paralle´lisation dynamique (a` droite).
– Une strate´gie comple`tement connecte´ : aucun processeur ne joue de roˆle particulier,
et tous peuvent communiquer avec tous. Ceci permet d’acce´le´rer les communications
(on ne passe par aucun interme´diaire), mais il peut y avoir plusieurs messages en
circulation au meˆme moment, ce qui peut devenir complexe a` ge´rer.
– Une strate´gie cyclique : chaque processeur ne peut communiquer qu’avec le suivant
(et le dernier avec le premier), formant un cycle. Ainsi, tous jouent le meˆme roˆle et il
devient tre`s simple de controˆler le nombre de messages en circulation. En revanche,
la communication entre deux processeurs e´loigne´s sur le cycle passera par plusieurs
interme´diaires et sera donc plus lente (de l’ordre de 1 ms pour 10 processeurs).
Nous choisirons une strate´gie cyclique, pre´fe´rant la simplicite´ a` la rapidite´. Nous simplifie-
rons encore en faisant circuler en permanence un unique message sur le cycle. Pour cela,
nous utiliserons les fonctions de communication non-bloquantes entre deux machines de
MPI :
– ISend(destinataire, message, id message) : demande au moteur MPI d’envoyer un
message a` un destinataire donne´. L’envoi n’est pas force´ment effectue´ imme´diate-
ment, mais la main est rendue au programme, permettant ainsi de poursuivre les
calculs. Un nume´ro d’identification est donc donne´ au message, permettant de tester
ulte´rieurement s’il a bien e´te´ envoye´.
– IRecv(expe´diteur, message, id message) : demande au moteur MPI de se pre´parer a`
recevoir un message d’un expe´diteur donne´. La main est rendue imme´diatement au
programme, permettant ainsi de poursuivre les calculs. Un nume´ro d’identification
est donc donne´ au message, permettant de tester ulte´rieurement s’il a e´te´ rec¸u.
– Test(id message) : permet de tester si le message a e´te´ effectivement envoye´ (suite a`
ISend) ou rec¸u (suite a` IRecv). Dans tous les cas la main est rendue imme´diatement.
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– Wait(id message) : attend que le message ait e´te´ effectivement envoye´ (suite a` ISend)
ou rec¸u (suite a` IRecv). Cette instruction est donc bloquante.
Ainsi, nous ne perdrons pas de temps avec la communication. L’inconve´nient est que nous
ne serons pas imme´diatement pre´venu qu’un message est arrive´, il faudra attendre pour
cela l’appel effectif de la fonction Test. En pratique, nous appellerons la fonction Test
apre`s le calcul de chaque point de la sce`ne, car la fre´quence de traitement est infe´rieure a`
celle des communications (0.1ms par point).
Le message que nous ferons circuler contiendra les informations suivantes :
– Le nombre de points de´ja` traite´s par chaque processeur : ceci permettra d’avoir une
ide´e de la vitesse de chacun pour pouvoir optimiser la re´partition.
– Le nombre de points restant a` traiter : ceci permettra de savoir quels processeurs
sont disponibles (ceux qui n’ont plus de points a` traiter) et lesquels sont encore tre`s
charge´s.
– Une instruction e´ventuelle, permettant d’indiquer les ope´rations a` faire pour re´aliser
effectivement le vol de taˆche : il y a deux instructions possibles : la proposition de
vol (l’instance i propose de soulager l’instance j), l’acceptation de vol (l’instance i
confie les points n1 a` n2 a` l’instance j).
L’algorithme de re´partition dynamique doit tenir compte de l’aspect pe´rime´ des messages :
le temps que le message transite entre l’instance i et j, l’instance i aura traite´ de nouveaux
points. Les informations la concernant ne seront pas a` jour. L’instance j, si elle est libre,
ne peut donc pas se lancer aussitoˆt dans le traitement de points d’une autre instance, car
celle-ci les a peut-eˆtre de´ja` traite´s entre temps. Elle doit donc se contenter de proposer
ses services et attendre qu’on lui re´ponde.
La question est alors de savoir a` qui elle offre ses services. Elle peut le de´cider elle-meˆme
en jugeant la vitesse et la charge de chaque processeur, informations he´las pe´rime´es. On
pourrait alors penser laisser ce choix aux autres processeurs, au moment ou` ils rec¸oivent
le message : le premier processeur accepte le vol de tache, puis le deuxie`me lui reprend
s’il est plus charge´ (il juge alors sur des informations re´centes) et ainsi de suite. Mais
il faudrait alors signaler au premier processeur que ce n’est finalement pas lui qui a e´te´
de´leste´, ce qui complique la communication.
Nous avons finalement opte´ pour la solution suivante : l’instance libre choisit l’instance
qu’elle va de´lester et envoie le message ade´quat, et l’instance a` de´lester choisit lorsqu’elle
le rec¸oit le nombre de points optimal a` donner, et envoie le message ade´quat. Finalement,
le vol de tache se fait en un seul cycle de communication.
Le choix du nombre de points a` voler se fait de la fac¸on suivante : si vi est le nombre de
points de´ja` traite´ et ci le nombre de points restant pour l’instance i (cj = 0 pour l’instance
libre), la nouvelle re´partition des points c′i doit eˆtre proportionnel au nombre de points
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Si le temps de traitement des points e´tait uniforme, cette re´partition serait optimale (le
temps de calcul restant, proportionnel a` ci/vi, est identique pour toutes les instances).
Enfin, pour le choix de la meilleure instance a` de´lester, on calcule c′i pour chaque instance
encore charge´e, et on choisit celle pour laquelle le gain de temps (ci − c′i)/vi est le plus
important.
L’algorithme final au niveau de chaque instance est finalement le suivant :
Si le message a e´te´ rec¸u par l’instance j
Mise a` jour : On met a` jour les informations relative a` l’instance j (nombre de
points de´ja` traite´s et restant a` traiter)
Confirmation : Si une instruction du type acceptation de vol concernant l’instance
j est lance´e (l’instance i confie les points n1 a` n2 a` l’instance j)
On lance le traitement des points n1 a` n2 sur l’instance j, et on met a` jour le
message (nouveau nombre de points a` traiter pour j, effacement de l’instruction
de vol)
Acceptation : Si une instruction du type proposition de vol concernant l’instance
j est lance´e (l’instance i propose de soulager l’instance j)




on supprime autant de points de la liste des points a` traiter par l’instance j, et
on met a` jour le message (nouveau nombre de points a` traiter pour j, nouvelle
instruction : l’instance j confie les points n1 a` n2 a` i)
Proposition : Si aucune instruction n’est lance´e et que l’instance j a traite´ tous
ses points




, on en de´duit l’instance i qui a le plus besoin d’aide (celle qui
maximise (ci− c′i)/vi), et on met l’instruction : l’instance j propose de soulager
l’instance i.
Renvoi : On envoie le message au processeur suivant
Cet algorithme permet d’entretenir la communication cyclique (le message est dans tous
les cas renvoye´ au processeur suivant imme´diatement apre`s la mise a` jour) et de ge´rer le
vol des taˆches tel que nous l’avons pre´sente´.
Les temps de calcul mesure´s avec cette nouvelle version de l’algorithme (figure 4.4
droite) montre que cette fois, la machine la plus lente n’a pas ralenti le processus, et le




La paralle´lisation de l’algorithme ICP/EM est simple. Il n’y a en-effet aucun besoin de
partage de la me´moire ou de communication intensive entre machines. La seule difficulte´
est de bien e´quilibrer les charges des diffe´rents processeurs, ce qu’un algorithme de re´-
partition dynamique re´alise tre`s bien. Les essais mene´s sur une grappe de 15 processeurs
ont montre´ que le temps de calcul atteint e´tait pratiquement divise´ par le nombre de
processeurs mis en jeux.
4.7 Conclusion
Nous avons dans ce chapitre exprime´ la vraisemblance d’un recalage a` partir d’un
mode`le de bruit sur les donne´es exprime´ par la probabilite´ p(T ? si|mj) d’obtenir un
point si de la sce`ne connaissant le point mj du mode`le qui lui correspond. Nous avons
alors de´rive´ deux algorithmes permettant de trouver la transformation qui maximise cette
vraisemblance :
– En utilisant seulement la configuration d’appariements la plus probable : on a re-
trouve´ l’ICP dans le cas gaussien, et montre´ comment le ge´ne´raliser pour des mode`les
de bruit plus complexes.
– En utilisant toutes les configurations d’appariements possibles, ponde´re´es par leur
probabilite´ a posteriori : on a alors de´rive´ un nouvel algorithme de recalage base´ sur
les ide´es de l’EM, que nous avons appele´ ICP/EM dans le cas gaussien.
L’ICP/EM de´pendant explicitement de la variance du bruit sur les donne´es, nous avons fait
varier ce nouveau parame`tre et avons constate´ que l’algorithme pre´sentait des proprie´te´s
caracte´ristiques des approches multi-e´chelle : un comportement pre´cis et peu robuste (car
proche de l’ICP) pour de faibles variances, un comportement robuste mais peu pre´cis (car
proche de l’alignement des centres et tenseurs d’inerties) pour de grandes variances. Nous
l’avons logiquement incorpore´ dans une strate´gie de raffinement progressif de l’e´chelle qui
a permis d’ame´liorer notablement la robustesse du recalage. Nous l’avons enfin associe´
a` une approche multi-re´solution, graˆce a` une technique simple et efficace de de´cimation,
pour e´viter l’explosion des temps de calcul.
Les re´sultats de ces travaux sont extreˆmement encourageants :
– Le sche´ma multi-e´chelle permet un recalage bien plus robuste et un peu plus pre´cis
que l’approche ICP classique.
– L’utilisation de la de´cimation et la paralle´lisation de l’algorithme permet d’atteindre
des temps de recalages tre`s infe´rieurs a` la seconde sur nos donne´es, et on peut donc
envisager des applications temps re´els.
Nous nous tiendrons donc a` cette approche (ICP/EM avec de´cimation et raffinement
progressif de l’e´chelle) dans la suite de cette the`se. Pour l’adapter a` diffe´rents proble`mes,
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nous profiterons de l’entie`re liberte´ laisse´e dans le choix de la loi de probabilite´p(T ?si|mj).
Le prochain chapitre pre´sente plusieurs variantes simples, et le chapitre 8 des variantes
plus complexes reposant sur un ve´ritable mode`le probabiliste de surfaces.
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Les algorithmes que nous avons jusqu’ici pre´sente´s (dans l’e´tat de l’art comme dans le
chapitre sur l’EM) ne sont pas spe´cifiquement de´die´s aux surfaces. Ils font meˆme l’hypo-
the`se que les points des deux nuages sont identifie´s et sont donc the´oriquement adapte´s
aux nuages d’amers ge´ome´triques (comme des marqueurs, ou des points particuliers tels
les points de creˆtes). Il se trouve que ces algorithmes fonctionnent relativement bien avec
les courbes et les surfaces. Nous avons tout de meˆme cherche´ a` tenir compte de l’ori-
gine surfacique de nos nuages de points pour ame´liorer nos re´sultats. Nous pre´sentons ici
plusieurs de ces variantes originales, inde´pendantes les unes des autres :
– La correction de de´calage a pour but d’e´valuer un biais syste´matique dans la direc-
tion normale a` la surface. L’estimer permet de le corriger, et e´viter ainsi un biais
dans le re´sultat du recalage (section 5.1).
– L’utilisation de la distance entre normales a pour but d’ame´liorer l’estimation des
appariements en rejetant les points dont les normales sont trop e´loigne´es. Elle permet
essentiellement d’ame´liorer la robustesse aux points aberrants (section 5.2).
– Les points semi-anisotropes permettent de donner plus d’importance a` l’informa-
tion dans la direction normale a` la surface que dans la direction tangentielle. Ils
permettent un gain en robustesse (section 5.3).
Enfin, nous abordons le proble`me de l’adaptation de la pre´diction de l’incertitude the´o-
rique aux surfaces.
5.1 Correction de de´calage normal
Un proble`me que nous avons rencontre´ est celui de la pre´sence d’un de´calage syste´-
matique sur la position des points dans la direction indique´e par la normale. Il peut ap-
paraˆıtre sur deux types de nuages de points que nous utilisons : les points per-ope´ratoires
(voir 1.5.3) et les surfaces segmente´es dans le scanner (voir 1.5.1). Nous de´taillons ici ces
deux cas.
Points per-ope´ratoires Ils sont mesure´s a` l’aide d’une pointe relie´e rigidement a` un
capteur de position/orientation :
Le syste`me de suivi permet de mesurer la position du centre du capteur xc et son
orientation, donne´e par sa rotation Rc par rapport a` une position de re´fe´rence. Si l’on
connaˆıt maintenant le vecteur tcp entre le centre du capteur et la pointe de mesure dans
cette position de re´fe´rence, on peut en de´duire a` tout moment la position de la pointe
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xp = xc + Rctcp. Le vecteur tcp est en fait estime´ une bonne fois pour toute pour chaque
ensemble capteur/pointe, par une me´thode de calibration spe´cifique. Mais celle-ci peut
donner des re´sultats impre´cis, ge´ne´rant une erreur syste´matique sur la position de la
pointe. Nous nous contenterons ici de mode´liser l’erreur dans l’axe de la pointe.
En re´sume´, notre syste`me d’acquisitions de points nous donne la position biaise´e de la
pointe xp et l’orientation de son axe (qui est de´duite de la matrice Rc), que nous utilisons
directement ensuite comme estime´e de la normale a` la surface np. Si δ est le de´calage, i.e.
l’erreur sur tcp dans l’axe de la pointe, on peut retrouver la ve´ritable position de la pointe
xv en appliquant la formule suivante :
xv = xp − δnp
Surfaces segmente´es dans le scanner Les proble`mes de de´calages peuvent aussi
apparaˆıtre lorsqu’on extrait les surfaces des scanners en utilisant un“Marching-Cube”base´
sur le seuillage direct de l’intensite´ des voxels. Cet algorithme extrait en-effet l’isosurface
correspond a` une intensite´ seuil donne´e. Si cette intensite´ seuil est sous-estime´e, la surface
sera de´cale´e vers les intensite´s faibles, et inversement. La direction du de´calage correspond
donc a` la direction dans laquelle varie l’intensite´, i.e. au gradient de l’image. Or nous
utilisons justement ce gradient comme estime´e de la normale a` la surface np. Nous avons
donc la meˆme relation entre la coordonne´e mesure´e du point xp et sa coordonne´e ve´ritable
xv que dans le cas pre´ce´dent :
xv = xp − δnp
Cependant, le de´calage δ n’est plus fixe, mais de´pend de la vitesse de variation de
l’intensite´ dans l’image (i.e. la norme du gradient). Il est meˆme inversement proportionnel
a` cette vitesse de variation. Heureusement, nous avons ve´rifie´ que cette vitesse de varia-
tion est relativement constante (les interfaces entre les tissus osseux et les autres tissus
pre´sentent en-effet a` peu pre`s les meˆmes profils d’intensite´), et nous utiliserons donc un δ
fixe par la suite.
5.1.1 Conse´quence du de´calage normal sur le recalage
Nous allons ici montrer quelles peuvent eˆtre les conse´quences du de´calage normal sur
le recalage de surfaces, en fonction de la distribution des points. Nous supposerons pour
simplifier que seuls les points de la sce`ne sont corrompus par un de´calage normal.
Appariements correctement estime´s Nous supposerons dans un premier temps que
le de´calage n’induit pas d’erreurs dans l’estimation des appariements, et comparerons le
re´sultat du recalage avec les vrais points et avec les points biaise´s, en s’appuyant sur la
me´thode de la SVD (voir 3.2.4).
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Il devient, lorsqu’on ajoute un de´calage qui transforme le point si en si + δnsi :
s′ =
∑






Les matrices de corre´lation en repe`re barycentrique sont :
K =
∑























La de´composition SV D de ces matrices qui permet le calcul des rotations e´tant non
line´aire, il est difficile de tirer une conclusion ge´ne´rale de ces formules. Cependant, lorsque
le de´calage δ est ne´gligeable devant l’extension spatiale de la sce`ne (ce qui est heureusement
le cas, les de´calages faisant quelques dixie`mes de mm pour une sce`ne de plusieurs cm), δnsi






devant K. Les matrices K et K ′ seront sensiblement e´gales, ainsi que leur de´compositions
SVD et donc les rotations obtenues.
On peut par contre directement se faire une ide´e de l’influence du biais sur la trans-
lation, puisque celle-ci est e´gale a` t = Rs − m. Si la rotation est effectivement proche





. Cette erreur de´pend donc de la re´partition des normales. Si elles ne
privile´gient aucune direction (par exemple lorsqu’on recale deux sphe`res ou deux cubes




et donc l’erreur sur le recalage se-
ront faibles. En revanche, si les normales sont mal re´parties (ce qui est par exemple le cas
avec la maˆchoire infe´rieure, ou` les normales sont plutoˆt dirige´es vers le haut) et pointent




, nous retrouverons une erreur sur la translation
dans cette direction (verticale dans le cas des maˆchoires) qui restera infe´rieure a` δ.
Appariements mal estime´s Ce re´sultat pourrait paraˆıtre rassurant, dans la mesure
ou` les de´calages restent assez faibles (infe´rieurs a` 0.2mm). Mais il est he´las inexact, car
l’erreur sur l’estimation de la transformation va ge´ne´rer des erreurs sur l’estimation des
appariements qui vont ge´ne´rer des erreurs sur l’estimation de la transformation et ainsi




n’est pas ne´gligeable) vont donc
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s’amplifier.
Il est impossible d’exprimer explicitement l’erreur ainsi obtenue. On peut par contre
l’illustrer sur l’exemple d’un coˆne :
Ici le mode`le est repre´sente´ par le trait continu, les points de sce`ne par les cercles. On
voit a` gauche les points dans leur position correcte. On voit a` droite ce que va logiquement
donner le recalage sur un pareil cas a` cause de du de´calage δ : la translation va eˆtre de´cale´e
de δ/ sinα vers le bas, et l’erreur peut ainsi devenir tre`s importante.
5.1.2 Estimation et correction du de´calage
Comme dans le paragraphe pre´ce´dent, nous supposerons dans un premier temps que le
proble`me de de´calage n’est pre´sent que sur les points de la sce`ne. D’apre`s ce qui pre´ce`de,





non ne´gligeable. Nous allons voir ici comment l’estimer
et le corriger en l’inte´grant directement dans le proce´de´ statistique qui nous a servi a`
de´river, dans le chapitre pre´ce´dent, les algorithmes ICP et ICP/EM. Ce proce´de´ s’appuyait
sur la maximisation de la vraisemblance, i.e. de la probabilite´ des donne´es sachant la
transformation et les appariements. Nous proce´derons de meˆme avec le parame`tre de
de´calage δ. Nous donnerons l’algorithme ge´ne´ral (pour un mode`le de bruit quelconque),
et l’illustrerons dans le cas gaussien isotrope, ou` nous exhiberons une solution explicite.
Supposons donc le de´calage δ connu. Sa correction est alors triviale : il suffit de rem-
placer le point si par le point corrige´ si − δnsi . Ce point corrige´ est le point re´el de la
surface. C’est donc lui qui suit la loi de probabilite´ donne´e par l’e´quation 4.1. Il suffit donc
de remplacer cette loi de probabilite´ dans la totalite´ des e´quations du chapitre pre´ce´dent
(et en particulier dans les crite`res) pour obtenir les algorithmes ICP et ICP/EM tenant
compte du de´calage sur les points de la sce`ne. La nouvelle loi est :
p(si|mj,T,δ) = p(T ? (si − δnsi)|mj) (5.1)
et le crite`re de l’ICP (voir 4.3) devient (nous ne donnerons pas ici les de´tails pour l’EM,
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les re´sultats e´tant identiques) :
CICP (T,A,δ) =
∑
ij Aij.(− log p(T ? (si − δnsi)|mj)− log piij) (5.2)
On constate alors que pour les e´tapes d’estimations des appariements et de la transforma-
tion (les e´tapes E et M dans l’EM), il suffit donc de remplacer les points de la sce`ne par les
points corrige´s. Ce crite`re permet de plus de de´gager une approche pour l’estimation du
de´calage δ : nous allons aussi l’estimer en minimisant le crite`re (i.e. en maximisant la vrai-
semblance). Le proble`me est de savoir quand. Rappelons le de´roulement de l’algorithme
ICP classique :
Initialisation : calcul de T 0
Boucle : a` l’e´tape I :
– Calcul de AI : minimisation de C(T,A) a` T = T I constant.
– Calcul de T I+1: minimisation de C(T,A) a` A = AI constant.
Jusqu’a` convergence
Nous allons inte´grer l’estimation du de´calage au sein meˆme de cet algorithme de minimi-
sation alterne´e. A l’e´vidence, il est plus aise´ d’obtenir une estime´e initiale de δ que des
appariements (il suffit de prendre un de´calage nul). Il faut donc placer l’estimation de δ
apre`s l’estimation des appariements, et utiliser a` la premie`re ite´ration une estime´e initiale
du de´calage δ0, nulle en ge´ne´ral.
Il reste alors le choix entre placer l’estimation du de´calage avant l’e´tape d’estimation
de la transformation (il faut alors prendre en compte la nouvelle valeur du de´calage pour
celle-ci), ou apre`s (il faut alors prendre la nouvelle valeur de la transformation pour l’esti-
mation du de´calage). La deuxie`me possibilite´ semble pre´fe´rable car elle laisse la premie`re
partie de l’algorithme inchange´e. Le choix devra cependant tenir compte de conside´rations
d’efficacite´ algorithmique, en fonction du mode`le de bruit choisi.
Les deux algorithmes possibles sont donc les suivants :
Initialisation : calcul de T 0 et δ0 (nul en ge´ne´ral)
Boucle : a` l’e´tape I :
– Calcul de AI : minimisation de C(T,A,δ) a` T = T I et δ = δI constants.
– Calcul de δI+1 : minimisation de C(T,A,δ) a` A = AI et T = T I constants.
– Calcul de T I+1: minimisation de C(T,A,δ) a` A = AI et δ = δI+1 constants.
Jusqu’a` convergence
ou (algorithme pre´fe´rable) :
Initialisation : calcul de T 0 et δ0 (nul en ge´ne´ral)
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Boucle : a` l’e´tape I :
– Calcul de AI : minimisation de C(T,A,δ) a` T = T I et δ = δI constants.
– Calcul de T I+1: minimisation de C(T,A,δ) a` A = AI et δ = δI constants.
– Calcul de δI+1 : minimisation de C(T,A,δ) a` A = AI et T = T I+1 constants.
Jusqu’a` convergence
5.1.3 Cas Gaussien isotrope homoge`ne
Nous avons jusqu’ici pre´sente´ l’algorithme pour un mode`le de bruit quelconque, mais
cette ge´ne´ralite´ nous a, comme d’habitude, empeˆche´ de lui donner une forme explicite.
Nous allons ici nous restreindre au mode`le de bruit gaussien habituel, et meˆme a` un bruit
gaussien isotrope homoge`ne, qui permet justement d’obtenir une forme explicite.






2(T ? (si − δnsi),mj) = 12
∑
ij Aij.d
2(Rsi + t− δRnsi ,mj)
(5.3)



















on peut simplifier cette e´quation en se rappelant que (Ra|Rb) = (a|b) et en particulier






































connus (i.e. quand les appariements sont connus pour une transformation T I donne´e), de
calculer le de´calage quelle que soit la transformation. On peut alors aussi bien calculer le
de´calage avant la transformation (en utilisant T I dans la formule pre´ce´dente) qu’apre`s la
transformation (en utilisant le nouvelle valeur T I+1). Le calcul de la transformation ne
laisse pas toujours cette liberte´ : si le de´calage est calcule´ avant, les variables qu’elle utilise
pourront ne plus eˆtre valables (c’est par exemple le cas des gradients, utilise´s a` la section
3.8.2), et on doit refaire une passe sur les appariements (i.e. re´-estimer A) pour tenir
compte du nouveau de´calage avant de calculer la nouvelle transformation. Finalement, on
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peut et on doit re´-estimer le de´calage apre`s avoir mis a` jour la transformation, comme
recommande´.
Cette formule est enfin tre`s inte´ressante d’un point de vue de la simplicite´ algorith-
mique, car elle s’appuie sur quatre accumulateurs, comme la SVD utilise´e pour le calcul
de la transformation (voir 3.2.4.0.0 et 4.6.2.0). Graˆce a` ces accumulateurs, il est inutile de
stocker les appariements ou d’effectuer plusieurs passes sur l’ensemble des appariements,
et on peut facilement paralle´liser l’algorithme.
5.1.4 Application
On peut se demander s’il est vraiment raisonnable d’appliquer la correction du de´ca-
lage durant l’inte´gralite´ du recalage. De manie`re ge´ne´rale, ajouter une nouvelle variable
a` optimiser dans le crite`re (i.e. augmenter la dimension de l’espace de recherche) va in-
troduire de nouveaux minima locaux et aggraver les proble`mes de robustesse. Ainsi, dans
notre cas, les surfaces sont encore assez e´loigne´es lors des premie`res ite´rations, et on risque
alors d’estimer un de´calage important qui n’existe pourtant pas et induire ainsi en erreur
la suite de l’algorithme.
Aussi avons-nous compare´ plusieurs strate´gies diffe´rentes :
– On a estime´ le de´calage a` chaque ite´ration de`s la premie`re ite´ration.
– On a laisse´ converger l’algorithme sans estimation du de´calage, puis l’avons relance´
avec l’estimation du de´calage a` chaque ite´ration.
– On a laisse´ converger l’algorithme sans estimation du de´calage, on a estime´ le de´ca-
lage, puis avons relance´ l’algorithme a` de´calage fixe´, attendu une nouvelle conver-
gence, re´-estime´ le de´calage et ainsi de suite jusqu’a` ce que l’estimation soit stable.
La premie`re strate´gie s’est re´ve´le´e, comme attendue, instable (elle diverge dans 95% des
cas). Les deux autres strate´gies ne perturbent pas la robustesse du recalage, la dernie`re
e´tant cinq fois plus lente mais probablement un peu plus pre´cise.
5.1.5 Discussion
Les inge´nieurs d’AREALL ont rapidement trouve´ des solutions de calibration efficaces
pour faire disparaˆıtre les proble`mes de de´calages dans nos donne´es. Nous n’avons donc pas
approfondi nos travaux sur la correction du de´calage, et n’avons en particulier pas essaye´
de les valider. Les rares expe´riences ont donne´ des indices encourageants (les ordre de
grandeur des de´calages mesure´s semblait corrects, la pre´cision du recalage e´tait le´ge`rement
ame´liore´e), mais nous ne les avons pas juge´ assez nombreuses et pertinentes pour les
pre´senter ici, et ne pouvons donc affirmer que la me´thode marche. Elle est pourtant
inte´ressante d’un point de vue the´orique (elle s’inte`gre parfaitement a` l’ICP/EM) et on
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peut songer a` plusieurs variantes :
– La correction du de´calage sur le mode`le : elle se de´duit directement de la pre´ce´dente,
en adaptant les e´quations.
– La correction conjointe des de´calages sur la sce`ne et le mode`le : nous avons essaye´
d’activer a` la fois la correction des de´calages sur le mode`le et la sce`ne. On a alors
pu constater que l’algorithme devenait instable, probablement parce que les deux
corrections sont concourantes.
– La correction d’un de´calage complet (i.e. pas uniquement dans la direction de la
normale) : celle-ci s’est ave´re´e instable dans le cadre du recalage de maˆchoires, mais
a par-contre fourni une me´thode de calibration du de´calage satisfaisante lorsqu’elle
e´tait utilise´e sur un cube de me´trologie.
5.2 Utilisation de la distance entre normales
Lorsqu’on dispose de points oriente´s (i.e. munis d’un vecteur unitaire qui repre´sente
la normale a` la surface), on peut prendre en compte la distance entre normales pour
mieux estimer les appariements (en rejetant les points proches qui ont des normales tre`s
diffe´rentes) et ainsi rendre l’algorithme moins sensible aux artefacts.
5.2.1 Distance quadratique entre points oriente´s
La seule de´finition de distance rigoureuse entre normales est leur angle (voir eq. C.5) :
d(T ? nsi ,nmj) = ( ̂T ? nsi ,nmj). On obtient alors une distance entre points oriente´s en uti-
lisant une combinaison line´aire des distances quadratiques entre points et entre normales :
D(T ? (si,nsi),(mj,nmj)) = α. ‖Rsi + t−mj‖2 + β.( ̂Rnsi ,nmj)2
Remarquons au passage que les deux distances que l’on me´lange n’ont pas les meˆmes
unite´s : mm pour la distance entre points et radian pour la distance entre normales. Les
coefficients α et β permettent de me´langer ces unite´s diffe´rentes. Une fac¸on de les estimer
est d’utiliser la distance de Mahalanobis.
5.2.2 Distance de Mahalanobis simple entre points oriente´s
La distance de Mahalanobis simple entre normales est, dans le cas isotrope (voir section
7.2.9) :
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La distance de Mahalanobis entre points oriente´s peut eˆtre facilement de´finie et calcule´e
lorsque le bruit sur la position du point et le bruit sur l’orientation de la normale sont
suppose´s inde´pendants. Il s’agit alors tout simplement de la somme des distances de
Mahalanobis entre points et entre normales :
µ2(T ? (si,nsi),(mj,nmj)) = µ
2(T ? si,mj) + µ
2(T ? nsi ,nmj)
= 1
σ2eij
‖T ? si −mj‖2 + 1σ2nmj (
̂Rnsi ,nmj)2
(5.4)
Il n’existe cependant aucun algorithme permettant de minimiser directement un crite`re
faisant intervenir une telle mesure. Nous avons donc introduit une version approche´e de
cette distance (la distance vectorielle, voir 7.3.2), qui s’inte`gre tre`s bien dans l’algorithme
de calcul direct de la transformation fonde´ sur la SVD (voir 3.2.4) :
D(T ? nsi ,nmj) = ( ̂Rnsi ,nmj)2 '
∥∥Rnsi − nmj∥∥2
Soit, en guise de distance entre points oriente´s :
D(T ? (si,nsi),(mj,nmj)) =
1
σ2eij




On voit alors facilement que l’on peux minimiser cette distance par la me´-
thode de la SVD. Le nouveau terme ne de´pendant pas de la translation, le cal-












comme matrice de corre´lation.












































SV D surK ′ → R
t = m−Rs
5.2.3 Discussion
Les surfaces segmente´es a` partir de scanners avec des artefacts contiennent beaucoup
de points aberrants. Avec ces surfaces, meˆme l’ICP/EM multi-e´chelle s’est ave´re´ souvent
incapable de retrouver une transformation correcte lorsqu’on n’utilisait pas les normales.
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En revanche, en utilisant les normales, des taux de robustesses corrects ont pu eˆtre at-
teints. Sur des surfaces propres (i.e. avec peu ou pas de points aberrants), l’utilisation des
normales a aussi permis une ame´lioration significative de la robustesse. Enfin, en terme
de pre´cision, l’utilisation des normales permet de rejeter les appariements les moins per-
tinents et apporte ainsi une ame´lioration. Les re´sultats expe´rimentaux et le proble`me du
re´glage du parame`tre (l’e´cart-type sur l’orientation des normales) sont pre´sente´s en de´tail
dans la section 6.4.3.0.
5.3 Points semi-anisotropes
Nous avions pre´sente´ lors de l’e´tat de l’art une technique permettant de prendre en
compte l’aspect surfacique des donne´es (voir 3.4.1) mais qui pre´sentait des proble`mes d’in-
stabilite´. L’ide´e e´tait d’accorder plus d’importance aux distances dans la direction normale
a` la surface. En-effet, les nuages de points sont issus de la meˆme surface e´chantillonne´e de
deux manie`res diffe´rentes. Les distances dans le plan tangent a` la surface correspondent
a` ces diffe´rences d’e´chantillonnage et ne sont donc pas ne´cessairement nulles. Mieux vaut
donc leur accorder une importance moindre. Nous pre´sentons ici une nouvelle me´thode
qui s’appuie sur un mode`le de bruit semi-anisotrope (isotrope dans le plan tangent a`
la surface mais diffe´rent dans la direction normale) qui s’inte`gre directement dans notre
mode`le statistique, et garantit ainsi la stabilite´ de l’algorithme.
5.3.1 Bruit semi-anisotrope
Nous souhaitons donc accorder une importance diffe´rente a` la distance dt dans le plan
tangent et a` la distance dn dans le plan normal a` la surface en un point m du mode`le,
plan connu graˆce a` la normale nm :
La fac¸on la plus simple d’exprimer mathe´matiquement cette contrainte dans notre
canevas statistique est de supposer que le bruit sur les points (le bruit que nous avons de´fini
dans l’e´quation 4.1 et qui permet de de´river l’algorithme ICP et EM) est lui-meˆme semi-
anisotrope. On peut meˆme utiliser deux mode`les de bruit comple`tement diffe´rents dans la
direction normale a` la surface (qui correspond au bruit de mesure) et dans le plan tangent
de la surface (ou` on observe a` la fois le bruit de mesure et l’e´chantillonnage de la surface).
On compose alors ces deux mode`les de bruits pour obtenir p(si|mj,T ) = p(T ? si|mj) et
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adapter l’algorithme (ICP ou ICP/EM) en fonction.
5.3.2 Cas gaussien
Nous allons illustrer le paragraphe pre´ce´dent, volontairement tre`s ge´ne´ral, en abordant
le cas gaussien. Nous supposerons donc que le bruit de mesure sur le point est compose´
de deux bruits gaussiens centre´s additifs et inde´pendants, le premier d’e´cart-type σ2t dans
le plan tangent a` la surface (i.e. la plan perpendiculaire a` nm) et le second d’e´cart-type
σ2 dans la direction perpendiculaire a` la surface (i.e. dans l’axe de la normale). Ces
deux bruits s’additionnent pour former un bruit gaussien dont la covariance Σmm peut
s’exprimer dans la base orthonormale (nm,e2,e3) (ou` (e2,e3) est une base orthonormale du
plan tangent) : on a alors
Σ =
 σ2 0 00 σ2t 0
0 0 σ2t
 = σ2t .Id+ (σ2 − σ2t )
 1 0 00 0 0
0 0 0

soit dans une base quelconque :
Σ = σ2t .Id+ (σ
2 − σ2t ).nmntm
Nous avons suppose´ la loi gaussienne, et connaissons sa covariance. On peut donc
l’e´crire :
p(si|mj,T ) = p(T ? si|mj) = exp(−µ
2(T ? si,mj))√
(2pi)D. |Σ|
on constate alors que la constante de normalisation
√
(2pi)D. |Σ| = √(2pi)D.σ2.σ2t .σ2t est
constante. On peut donc faire tous nos calculs a` cette constante pre`s.
Ainsi, la phase de recherche des appariements dans le cas de l’ICP devra maximiser,
pour si donne´ le terme exp(−µ2(T ? si,mj)), ou de fac¸on e´quivalente, minimiser :















Dans le cas de l’EM, les poids d’appariements seront donne´s par :
Aij =
exp(−µ2(T ? si,mj))∑
k exp(−µ2(T ? si,mk))
deux pre´cisions pratiques sont ne´cessaires :
– Le lien entre le seuil sur la distance de Mahalanobis µ2max utilise´e pour le rejet des
appariements (voir 3.6.2.0) et le seuil sur la distance dmax utilise´e par le kD-Tree pour
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la recherche des appariements (voir 3.2.3) n’est plus tout a` fait e´vident, puisqu’il
n’y a plus qu’un seul e´cart-type. Ce qui est important, c’est de bien prendre en
compte tous les points dont la distance de Mahalanobis ne de´passe pas le seuil. Il
faut donc choisir pour dmax la distance maximale permettant d’obtenir la distance
de Mahalanobis seuil : dmax = maxsi,mj/µ2(T?si,mj)=µ2max(d(T ?si,mj)). Dans notre cas,







– Approche multi-e´chelle : On peut se demander, si on applique, dans l’approche multi-
e´chelle, le meˆme coefficient pour les deux variances σ2t et σ
2. C’est ce que nous
faisons.
En ce qui concerne l’estimation de la transformation entre les deux nuages de points, nous


















Il n’existe malheureusement pas a` notre connaissance de solution explicite a` la mi-
nimisation de ce crite`re. Nous appliquerons donc une descente de gradient, en adap-
tant les formules qui donnent Φ = dC(T )
dT
et H = dΦ(T )
dT


















































































Reste a` savoir comment fixer nos deux parame`tres σ2 et σ2t pour une surface e´chan-
tillonne´e. Comme nous l’avons de´ja` mentionne´, les distances normales correspondent au
ve´ritable bruit de mesure, et le parame`tre σ2 doit donc correspondre a` la variance σ2m de
celui-ci. En revanche, les erreurs dans le plan tangent peuvent se de´composer comme une
erreur due a` la mesure et une due au pas d’e´chantillonnage. Ces deux erreurs sont e´vide-
ment inde´pendantes, et on peut donc additionner leurs variances pour fixer le parame`tre
σ2t .
Pour e´valuer la variance de l’erreur due au pas d’e´chantillonnage, il faut calculer la va-
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riance de la distance entre un point quelconque de la surface et son plus proche voisin dans
notre version e´chantillonne´e de la surface. Les deux points sont ici suppose´s exacts, puisque
l’on traite le bruit de mesure se´pare´ment. On peut faire ce calcul lorsque l’e´chantillonnage
est effectue´ sur une grille a` peu pre`s re´gulie`re (ce qui est vrai pour les surfaces segmen-
te´es dans le scanner, pre´sente´es section 1.5.1, et pour les acquisitions 2D 1/2, pre´sente´es
section 1.5.2), et la surface a` peu pre`s lisse. On fait alors une approximation plane de la
surface autour d’un point e´chantillonne´, et on regarde les points quelconques qui seront
apparie´s a` ce point. Il sont contenus dans un carre´ de la taille le pas d’e´chantillonnage :
on peut calculer la variance de la distance des points du carre´ au point central : elle
est e´gale a` p
2
6








Les expe´riences, pre´sente´es a` la section 6.4.3.0, montrent que l’utilisation de points
semi-anisotropes apportent au gain notable dans la robustesse mais parfois une le´ge`re
diminution de la pre´cision de l’algorithme. De plus, la variance tangentielle doit eˆtre plus
importante que la variance normale pour apporter de bons re´sultats, comme le sugge`re le
paragraphe pre´ce´dent.
En conclusion, on a ainsi pu donner moins d’importance aux distances dans le plan
tangent aux surfaces graˆce a` une me´thode s’incorporant directement dans notre canevas
statistique, et ainsi ame´liore´ la robustesse du recalage.
Nous reviendrons sur cette me´thode dans le chapitre consacre´ aux surfaces, ou` nous
verrons qu’elle correspond a` un cas particulier tre`s simple des mode`les probabilistes d’e´le´-
ments de surface (section 8.3.3).
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5.4 Pre´diction the´orique de l’incertitude pour les
surfaces
Nous allons maintenant aborder le proble`me de la pre´diction the´orique de l’incertitude
du recalage de surfaces. Nous nous appuierons pour cela sur la technique utilise´e pour le
recalage d’amers ge´ome´triques pre´sente´e dans la section 3.9, qui a e´te´ valide´e expe´rimen-
talement [Pennec, 1996]. Nous avions conclu cette partie en expliquant qu’elle donnait des
re´sultats malheureusement tre`s sous-estime´s lorsqu’on cherchait a` l’appliquer au recalage
de surfaces. La raison de cet e´chec sont e´videntes : toutes les hypothe`ses e´taient ve´rifie´es
dans le cas du recalage d’amers ge´ome´triques, mais certaines ne le sont plus du tout pour
les surfaces e´chantillonne´es. Ces hypothe`ses proble´matiques sont :
– “En l’absence de bruit sur les donne´es, le re´sultat du recalage aurait e´te´ exact”:
ceci est vrai pour les amers, lorsque les appariements sont connus ou correctement
estime´s. Mais pour les surfaces, la notion meˆme d’appariement n’a pas grand sens,
car les points de la sce`ne et du mode`le ne repre´sentent pas les meˆmes points physiques
du fait de l’e´chantillonnage. Les appariements sur lesquels s’appuient l’ICP et l’EM
sont donc par nature inexacts, et entraˆınent une erreur de recalage meˆme en l’absence
de bruit.
– “Les bruits sur les points sont inde´pendants”: la ve´racite´ de cette hypothe`se de´pend
de l’origine du nuage. Il faut bien comprendre qu’il s’agit du bruit de mesure sur les
points, et il ne faut donc pas croire qu’ils sont ne´cessairement corre´le´s parce qu’ils
proviennent de la meˆme surface. Ainsi, si les points ont e´te´ acquis avec un Picza, ou
avec la sonde per-ope´ratoire en mode point a` point, ils ont de bonnes chances d’eˆtre
corrompus par un bruit inde´pendant (aux biais syste´matiques pre`s). En revanche, les
points qui proviennent de la segmentation des scanners sont corre´le´s, car l’intensite´
du meˆme voxel peut intervenir dans le calcul de plusieurs points. Enfin, pour les
nuages de points per-ope´ratoires pris en mode rafales, ils sont tellement proches
qu’on peut retrouver les meˆmes erreurs sur deux points voisins (voir section 1.5.3).
Nous chercherons dans la section 5.4.1 une premie`re solution (il faudra attendre la section
8.9 pour une solution plus subtile et mieux justifie´e) au proble`me des appariements et de
la corre´lation.
Nous verrons dans la section 5.4.2 comment utiliser ces re´sultats pour guider le chi-
rurgien lors de l’acquisition des points dans le but d’optimiser la pre´cision du recalage.
5.4.1 Appariements semi-anisotropes
Nous allons aborder une solution simple, mais ge´ne´rale et efficace au proble`me des ap-
pariements. Simple parce qu’elle reprend les ide´es de la pre´diction telle que nous l’avons
de´ja` pre´sente´e (voir section 3.9) et de l’approximation plane des surfaces qui vient de
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mener aux mode`les de bruits semi-anisotrope (section pre´ce´dente). Efficace parce qu’elle
apporte une ame´lioration sensible des re´sultats. Ge´ne´rale parce qu’elle pourra eˆtre facile-
ment adapte´e aux mode`les plus subtils introduits dans la deuxie`me partie de cette the`se
(section 8.9).
Bruit algorithme et bruit re´el
On ne veut en-effet pas remettre en cause la me´thode de pre´diction en elle-meˆme, mais
s’attaquer a` son talon d’Achille : elle sous-estime l’impre´cision parce qu’elle ne prend pas
en compte un e´ventuel biais syste´matique. Et pourtant, non, en l’absence de bruit sur les
donne´es, le re´sultat de l’ICP classique n’aurait pas e´te´ exact, parce que les points sont
e´chantillonne´s diffe´remment. Il nous faut donc faire deux choses :
– Prendre aussi en compte le bruit duˆ a` l’e´chantillonnage dans le bruit sur les donne´es
utilise´ par la pre´diction.
– Appliquer la pre´diction a` un algorithme de recalage moins biaise´.
Il faut tout d’abord identifier les termes mathe´matiques qui, dans l’e´quation 3.10 que nous













– Le mode`le de bruit“re´el”sur les donne´es utilise´ par la pre´diction s’exprime au travers
du terme Σχχ.
– Le mode`le de bruit qui est pris en compte dans le choix et le parame´trage de l’al-
gorithme de recalage en lui-meˆme intervient ici par l’interme´diaire des de´rive´s du
crite`re H et ∂Φ
∂χ
.
On peut ainsi pre´dire the´oriquement la pre´cision d’un algorithme reposant sur tels hypo-
the`ses (par exemple les plus simples : les points se correspondent physiquement et le bruit
de mesure est gaussien isotrope pour l’ICP classique) pour un bruit qui respecte d’autres
hypothe`ses (un bruit plus repre´sentatif des surfaces par exemple).
Approximation plane de la surface
Nous illustrons ces ide´es en utilisant ici une approximation plane de la surface, i.e. un
mode`le de bruit semi-anisotrope, avec l’ICP classique (la ge´ne´ralisation a` l’ICP/EM ou
a` tout autre algorithme est e´vidente). Il faut donc faire le distinguo entre la matrice de
covariance utilise´e par l’ICP Σeijeij et la matrice de covariance re´elle du bruit Σχχ (les
points sont suppose´s inde´pendants de covariance Σrijrij) dans les eq. 3.11 et 3.12 :
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On pourra donc jouer sur ces deux covariances diffe´rentes :
– Dans la covariance de l’ICP Σeijeij (qui devra eˆtre la meˆme que celle effectivement
utilise´e dans l’algorithme de recalage lui-meˆme), on pourra faire tendre la compo-
sante tangente σ2t vers l’infini, pour obtenir un algorithme moins biaise´.
– Dans la covariance “re´elle” Σrijrij , augmenter la composante tangente σ
2
t pour
prendre en compte le bruit duˆ a` l’e´chantillonnage.
Cas de l’EM
L’adaptation de la formule a` l’ICP/EM est imme´diate (voir 4.5.3). Les termes supple´-
mentaires sont en ge´ne´ral ne´gligeables, et n’apportent donc pas de changements signifi-
catifs dans l’incertitude pre´dite. On peut alors se demander si l’utilisation de l’EM peut
pre´senter un quelconque inte´reˆt ici. La re´ponse est oui : si la certitude pre´dite est la meˆme,
elle est plus proche de la re´alite´ pour l’ICP/EM, car la re´pe´tabilite´ de celui-ci, non-prise
en compte ici, est bien meilleure.
Proble`me de la corre´lation entre points
Le cas ou` les points sont corre´le´s entre eux est proble´matique. Il faudrait, pour le
re´soudre e´le´gamment, prendre en compte la corre´lation dans la matrice de covariance Σχχ
qui repre´sente le bruit re´el sur les donne´es. Ceci n’est pas facile pour deux raisons :
– La matrice Σχχ ne sera plus diagonale par bloc. Aux termes diagonaux - qui repre´-
sentent la covariance de chaque point - vont s’ajouter des termes non diagonaux,
pour exprimer les covariances croise´es de chaque paire de points. Le calcul de G sera
conside´rablement complexifie´.
– Le calcul de ces termes non diagonaux devra faire appel a` un mode`le de la corre´lation
du bruit entre les points. Il est difficile de voir quel mode`le utiliser : faut-il mode´liser
explicitement la me´thode d’acquisition des donne´es ? Ou peut-on de´duire un tel
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mode`le d’une e´tude empirique des donne´es ? Ou simplement proposer un mode`le
sans justification, et l’ajuster jusqu’a` ce que la pre´diction soit correcte?
Ayant pris conscience de la difficulte´ de la taˆche, nous avons pre´fe´re´ contourner le pro-
ble`me, lorsque seuls les points proches sont corre´le´s (ce qui est le cas pour le scanner
comme pour les pointe´s per-ope´ratoires).
La de´cimation que nous appliquons dans l’ICP/EM multi-e´chelle va en-effet fusionner
les points proches, et gommer ainsi les corre´lations. Ceci permet a` la fois d’ame´liorer la
pre´cision du recalage elle-meˆme (voir re´sultats expe´rimentaux figure 6.9), et sa pre´diction
the´orique. Mais le re´glage du facteur α de la de´cimation a alors son importance : s’il est trop
faible, on ne va pas regrouper tous les points corre´le´s (et donc sous-estimer l’incertitude).
S’il est trop grand, on va regrouper des points non corre´le´s, perdre ainsi de l’information,
et donc rendre l’algorithme moins pre´cis (la pre´diction fonctionnera certes correctement,
mais a` quoi bon?).
Re´sultats synthe´tiques
Nous avons dans un premier temps fait des expe´riences sur donne´es synthe´tiques :
nous avons pris la surface d’un ellipso¨ıde a` peu pre`s de la meˆme taille que nos maˆchoires
(les grand axes font respectivement 5cm, 3cm et 1cm). Pour obtenir le mode`le, nous
l’avons e´chantillonne´e re´gulie`rement avec un pas de 0.25mm. Pour la sce`ne, nous avons
e´chantillonne´ ale´atoirement une centaine de points auxquels nous avons rajoute´ un bruit
gaussien isotrope d’e´cart-type 0.3mm non-corre´le´. L’immense avantage de cette approche
synthe´tique est que l’on connaˆıt parfaitement la bonne transformation (ici l’identite´) et le
mode`le de bruit (ici non corre´le´). De plus, on peut cre´er autant de sce`nes que ne´cessaire.
Nous avons mesure´ la covariance empirique de la transformation par “bootstrap” (voir
3.9.4) : nous avons recale´, sur le meˆme mode`le, un millier de sce`nes, chacune e´chantillonne´e
et bruite´e diffe´remment, puis e´tudie´ la covariance des transformations obtenues autour de
l’identite´.
Nous avons ensuite applique´ la pre´diction sur quelques une de ces sce`nes, pour ve´rifier
sa stabilite´ (et, de fait, elle ne varie pas de plus de 5%), et la comparer la covariance
pre´dite a` la covariance empirique.
Dans le cas de l’ICP isotrope avec pre´diction classique, nous avons obtenu les cova-
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riances suivants (les chiffres ont e´te´ multiplie´s par 106 pour plus de lisibilite´) :
Cov. predite =
12 0 0 0 −4 −0
0 5 0 2 0 2
0 0 4 0 −1 0
0 2 0 905 0 0
−4 0 −1 0 906 0
0 2 0 0 0 905

Cov. mesuree =
32 −1 −2 46 10 5
−1 10 1 11 −20 −4
−2 1 22 4 −19 −11
46 11 4 6935 497 −308
10 −20 −19 497 4359 87
5 −4 −11 −308 87 1342

Comme on le voit, la covariance pre´dite est doublement mauvaise : d’une part elle n’a pas
la bonne e´chelle (elle est bien trop faible), d’autre part elle n’a pas la bonne forme (les
erreurs sur la translation, donne´es par les termes infe´rieurs droits, apparaissent isotropes
non corre´le´s, contrairement a` ce que l’on mesure empiriquement).
Voyons maintenant ce qu’apportent nos ame´liorations. Appliquons donc l’EM sur les
meˆmes donne´es avec les points semi-anisotropes (on utilise la meˆme covariance pour le
parame´trage de l’algorithme et pour le bruit re´el de la pre´diction : l’e´cart-type dans l’axe
de la normale correspond a` celui du bruit de mesure, 0.3mm, et est double´ dans le plan
tangent). La de´cimation est ici inutilise´e, car les points ne sont pas corre´le´s. On obtient
les covariances suivantes sur la transformation 12 :
Cov. predite =
33 1 9 −17 −51 8
1 9 0 −1 16 5
9 0 88 17 −57 −18
−17 −1 17 11032 −1360 646
−51 16 −57 −1360 6523 −216
8 5 −18 646 −216 1332

Cov. mesuree =
41 −1 0 −19 −73 30
−1 9 2 37 −8 12
0 2 93 446 −94 −19
−19 37 446 11454 −518 −423
−73 −8 −94 −518 6828 39
30 12 −19 −423 39 1290

On constate alors que les deux covariances se correspondent a` peu pre`s (en tout cas les
termes diagonaux qui sont les plus importants) : l’e´chelle et la forme sont maintenant
correctement pre´dites.
12. On pourra remarquer, en comparant les covariances mesure´es, que l’EM semi-anisotrope semble
expe´rimentalement moins pre´cis que l’ICP classique sur cet exemple. Ce manque de pre´cision ne provient
pas de l’utilisation de l’EM (en ge´ne´ral un peu plus pre´cis que l’ICP), mais de l’utilisation d’un e´cart-
type plus important dans le plan tangent (cette le´ge`re perte de pre´cision avec l’utilisation des points
semi-anisotropes est aussi visible sur la base de test, figure 6.6).
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Fig. 5.1 – Comparaison de la pre´cision pre´dite et mesure´e pour un recalage pointe´s sur
l’os / scanner sur 7 cas de la base de tests
Re´sultats re´els
Nous pre´sentons ici les re´sultats de la pre´diction sur les recalages pointe´s sur l’os /
scanner. Nous avons pris le re´glage des parame`tres de recalage qui permettait d’obtenir la
meilleure pre´cision (voir section 6.4.5), ici un ICP/EM avec un mode`le de bruit isotrope
d’e´cart-type 0.3mm, et un facteur de de´cimation α = 1 (soit un rayon pour les sphe`res de
de´cimation de 0.3mm).
Nous avons fait fonctionne´ la pre´diction de la pre´cision avec un mode`le de bruit re´el
semi-anisotrope, d’e´cart-type 0.3mm dans l’axe de la normale et deux fois plus grand dans
le plan tangent. Nous avons alors compare´ la pre´cision mesure´e expe´rimentalement et la
pre´diction pre´dite (voir figure 5.1). Il semble que l’e´chelle soit a` peu pre`s bonne, mais la
pre´diction de la pre´cision n’est pas tre`s... pre´cise.
Conclusion
Il nous semble qu’avec cette approche la forme de la covariance (qui indique les di-
rections ou` il y a le plus d’impre´cision) soit maintenant relativement bien estime´e pour
le recalage de surfaces (voir les expe´riences sur des donne´es synthe´tiques). En revanche,
nous n’avons pas vraiment re´solu le proble`me d’e´chelle. La dernie`re expe´rience pre´sente´e
montre que l’on peut obtenir une e´chelle a` peu pre`s correcte pour une cate´gorie de don-
ne´es pre´cise en jouant sur le re´glage des parame`tres 13. Mais les re´sultats sont encore assez
mauvais (ils varient du simple au double), et il reste de toute fac¸on difficile d’affirmer quoi
que ce soit e´tant donne´ le faible nombre d’expe´riences.
13. On pourra par exemple ajuster l’e´cart-type des bruits, qui interviennent directement dans la pre´-
diction. On pourra aussi jouer sur le facteur de de´cimation α qui controˆle le nombre de points n. Notons
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5.4.2 Guidage de l’acquisition des points per-ope´ratoires
Le calcul the´orique de la pre´cision donne he´las des re´sultats sous-e´value´s. Mais s’ils
ne sont pas utilisables pour leur valeur absolue, on peut peut-eˆtre utiliser leurs valeurs
relatives. C’est l’ide´e fondamentale du guidage de l’acquisition : comparer le gain de pre´-
cision the´orique apporte´ par des points dispose´s a` diffe´rents endroits de la maˆchoire. On
peut alors conseiller le chirurgien lorsqu’il acquiert de nouveaux points sur la maˆchoire, en
lui indiquant a` quel endroit il faut prendre des points pour obtenir des gains significatifs
dans la pre´cision du recalage. Ceci pourrait rappeler le travail de [Simon, 1996, ch. 3], qui
cherche aussi a de´terminer la meilleure fac¸on de re´partir les points. Mais il le fait avant,
et non apre`s le recalage, et est ainsi oblige´ d’utiliser une me´thode bien plus lourde que la
noˆtre.
Principe
Nous voulons donc profiter du fait que nous travaillons apre`s un premier recalage :
nous avons de´ja` recale´ une premie`re acquisition non-guide´e 14 de la sce`ne (les points per-
ope´ratoires) sur notre mode`le (le scanner ou le Picza), et effectue´ le calcul de H et G qui
permet la pre´diction the´orique de l’incertitude ΣTT sur la transformation. On peut alors
facilement voir comment e´volue la pre´diction lorsqu’on ajoute un nouveau point s′ a` la
sce`ne, en rajoutant sa contribution a` H et G, et en en de´duisant la nouvelle incertitude
Σ′TT sur la transformation. Si on effectue maintenant le meˆme calcul pour plusieurs points
re´partis sur la maˆchoire, on obtient de nombreuses nouvelles incertitudes pre´dites, qui
pre´sentent toutes le meˆme proble`me d’e´chelle : leur valeurs absolues ne sont toujours pas
utilisables, mais on peut au moins les comparer entre elles, et ainsi voir quel point apporte
le meilleur gain en pre´cision.
En pratique, on ne compare pas directement les matrices de covariances Σ′TT , mais on
les utilise pour en de´duire la TRE (voir section 6.1.6), i.e. l’e´cart-type moyen σ′ pre´dit
sur le positionnement des points dans une zone cible (comme par exemple la totalite´ de
la maˆchoire ou la zone ou` l’on va ope´rer) :









ou` x de´crit les points de la zone cible.
Enfin, il faut savoir comment re´partir les points potentiels s′ pour lesquels on va
calculer la nouvelle pre´cision. Il est bien e´vident que, pour qu’un nouveau point est un
inte´reˆt, il ne faut pas qu’il soit conside´re´ comme un point aberrant dans le recalage (auquel
14. En tout cas pas par le syste`me que nous pre´sentons ici. Dans VirtualScope, il y a cependant un
premier guidage, base´ sur des heuristiques, comme “il faut re´partir les points sur les zones fortement
courbe´es”.
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Fig. 5.2 – Guidage de l’acquisition pour un recalage Pointe´s sur les Dents / scanner (la
TRE est calcule´e sur la zone cible, situe´e au niveau de l’incisive casse´e)
A gauche : la re´partition des points per-ope´ratoires (en bleu clair) conditionne mal le
recalage dans l’axe y (gauche/droite) et tre`s mal dans l’axe z (haut/bas)
A droite : le guidage de l’acquisition conseille de prendre maintenant des points en priorite´
au dessus (en rouge, jaune et orange, pour ame´liorer la pre´cision en z) puis sur le coˆte´
(en vert et bleu clair)... et pas la peine d’en rajouter sur le devant (en bleu)
cas le re´sultat ne change pas), i.e. qu’il soit situe´ a` proximite´ d’un point du mode`le. Aussi,
nous allons tout simplement utiliser ces points du mode`les, comme nouveaux points a`
essayer.
L’algorithme est donc le suivant :
Recalage initial : Recaler la sce`ne sur le mode`le, calculer H et G (voir section pre´ce´-








ou` x de´crit les points de la zone cible.
Boucle : Pour chaque point du mode`le mj :
– Calculer le point de la sce`ne qui lui correspond potentiellement : s′ = T−1 ? mj
– Calculer H ′ = H + H(s′) et G′ = G + G(s′), et en de´duire la nouvelle pre´cision
pre´dite sur la transformation Σ′TT
– En de´duire la TRE sur la cible compose´e des points x : σ′ = Tr(Kxx.Σ′TT )
Reste a` savoir comment pre´senter les re´sultats. On le fait graphiquement, en affichant le
mode`le en colorant les points en fonction de la TRE pre´dite (voir figure 5.2). L’utilisateur
n’a plus qu’a` viser les zones de la bonne couleur.
Discussion
Les re´sultats pre´sente´s sont tre`s repre´sentatifs de ce que l’on a pu observer sur les
quelques expe´riences jusqu’ici re´alise´es : le guidage est proche de l’intuition, puisqu’il nous
dit grosso-modo qu’il faut prendre des points sur des zones de la surface ou` la normale
pointe vers une direction jusqu’ici de´laisse´e. Il semble aussi de´favoriser les points e´loigne´s
de la zone cible.
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Pourtant nous n’avons pas ve´ritablement cherche´ a` valider expe´rimentalement cette
technique. Pour y arriver, il faudrait probablement appliquer la strate´gie suivante : il
s’agirait d’enlever une partie des points dans un des nuage de pointe´s per-ope´ratoires,
e´valuer expe´rimentalement la pre´cision du recalage avec ce nuage ampute´, puis rajouter
des points dans une zone donne´e, mesurer a` nouveau la pre´cision et en de´duire le gain
en pre´cision. On pourrait alors comparer les gains expe´rimentaux et the´oriques associe´s a`
diffe´rentes zones, et ve´rifier qu’il sont grossie`rement proportionnels.
5.4.3 Conclusion
Nous n’avons pas re´ussi une adaptation pleinement satisfaisante des techniques de
pre´diction the´orique de l’incertitude. Les rares expe´riences montrent que nos quelques
ame´liorations (l’utilisation des points semi-anisotropes pour prendre en compte l’e´chan-
tillonnage, l’utilisation de la de´cimation pour e´liminer les corre´lations) ont permis d’obte-
nir de bons re´sultats, mais il subsiste un proble`me d’e´chelle qu’il faut re´gler au cas par cas
a` l’aide des pre´cisions mesure´es expe´rimentalement au chapitre suivant. Nous avons donc
mis au point un syste`me de guidage de l’acquisition qui, en utilisant les pre´cisions rela-
tives apporte´es par diffe´rents points, s’abstrait de ce proble`me d’e´chelle et semble pouvoir
donner des conseils pertinents au praticien. En ce qui concerne la pre´cision absolue (i.e. la
re´solution du proble`me d’e´chelle) nous avons tout de meˆme isole´ les deux proble`mes cle´s :
– La mode´lisation des appariements pour le recalage de surfaces, auquel nous avons
apporte´ une premie`re re´ponse, qui sera comple´te´e dans la section 8.9.
– La mode´lisation du bruit sur les donne´es : celle-ci doit eˆtre fide`le pour que la pre´dic-
tion donne de bons re´sultats. Ceci signifie d’une part que la qualite´ de la pre´diction
est directement relie´e a` la qualite´ de l’estimation de la variance du bruit (voir section
6.4.2), et d’autre part qu’il faut prendre en compte la corre´lation entre les diffe´rents
points lorsqu’elle existe (c’est le cas sur les scanners et les rafales de pointe´s per-
ope´ratoires).
La re´solution de ce dernier point est incontournable. En-effet, la pre´cision du recalage
de´pend de manie`re e´vidente du bruit pre´sent sur les donne´es, et meˆme si une me´thode
re´volutionnaire de pre´diction de l’incertitude e´tait mise au point (ce qui est peu probable,
tant celle que nous avons utilise´ semble bien aborder le proble`me) elle devrait ne´cessaire-
ment se baser sur un mode`le de bruit.
5.5 Conclusion
D’un point de vue the´orique, nos trois variantes de l’ICP/EM montrent la ge´ne´ralite´, la
puissance et la souplesse du cadre statistique pre´sente´ au chapitre pre´ce´dent : il a suffi de
se demander comment exprimer l’ide´e initiale (utiliser la distance entre normales, prendre
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en compte un de´calage, donner moins d’importance aux distances dans le plan tangent) au
travers de la loi de probabilite´ p(T ? si|mj) pour pouvoir l’inte´grer a` l’ICP ou l’ICP/EM,
et profiter ainsi de leur proprie´te´s (et notamment la convergence assure´e).
D’un point de vue pratique, ces trois techniques ont apporte´ encore une ame´lioration
notable de la robustesse, et une le´ge`re ame´lioration de l’incertitude. Couple´es a` l’ICP/EM
multi-e´chelle, elles ont donne´ un algorithme re´pondant au cahier des charges de Virtual-
Scope.
En revanche, nous n’avons pas re´ussi une adaptation pleinement satisfaisante des tech-
niques de pre´diction the´orique de l’incertitude. Quelques ame´liorations ont permis d’obte-
nir des re´sultats corrects (moins de 50% d’erreurs), mais il subsiste un proble`me d’e´chelle.
Nous avons donc mis au point un syste`me de guidage de l’acquisition qui, en utilisant les
pre´cisions relatives apporte´s par diffe´rents points, s’abstrait de ce proble`me d’e´chelle et
semble pouvoir donner des conseils pertinents au praticien. En ce qui concerne la pre´cision
absolue (i.e. la re´solution du proble`me d’e´chelle) nous avons tout de meˆme isole´ les causes
de nos tracas et indique´ la marche a` suivre ine´vitablement pour y reme´dier, d’un point
de vue pratique en ajustant les parame`tres en fonction des re´sultats expe´rimentaux, d’un
point de vue the´orique en mode´lisant mieux les appariements et les corre´lations.
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6.1 Introduction
6.1.1 Proble´matique
Notre queˆte de l’algorithme de recalage ide´al aura e´te´ guide´e par un seul crite`re : les
performances mesure´es expe´rimentalement sur les donne´es AREALL. L’e´tude et l’optimi-
sation de ces performances se devait d’eˆtre particulie`rement pousse´e dans la mesure ou`
nos algorithmes sont utilise´s dans le cadre d’une application clinique. Nous pre´sentons
donc ici l’essentiel des techniques utilise´es a` cet effet.
Pre´cisons que la plupart des ide´es de´veloppe´es dans ce chapitre sont en fait valables
pour une large cate´gorie d’algorithmes de recalage, ceux qui fonctionnent par minimisation
ite´rative d’un crite`re non convexe (nous sugge´rons au lecteur de relire la section 3.2.2.0.0
pour se familiariser avec leur proble´matique). Cette famille d’algorithme, dont l’ICP et
l’ICP/EM sont deux cas particuliers, inclut aussi par exemple les algorithmes de recalage
d’intensite´ par minimisation de l’information mutuelle [Roche et al., 2000; Roche, 2001],
et beaucoup d’autres.
6.1.2 E´tat de l’art
Il est difficile de re´aliser un e´tat de l’art dans le domaine de la validation des algorithmes
de recalage. En effet, la plupart des articles pre´sentant de tels algorithmes contiennent
une section expe´rimentale, et on y trouve de nombreuses techniques d’e´valuation des
performances des algorithmes. Mais force est d’avouer que la plupart sont des techniques
ad-hoc (elles ne sont pas ve´ritablement justifie´es et ne sont pas base´es sur des travaux
d’autres chercheurs) qui ont pour seul but de comparer plusieurs algorithmes. On y trouve
d’ailleurs de nombreuses erreurs de raisonnement, par exemple :
– certains pre´sentent la variation moyenne des re´sultats pour le meˆme recalage et les
meˆmes donne´es comme une mesure de la pre´cision du recalage. Il s’agit en fait d’une
mesure de la re´pe´tabilite´ (voir section 6.3.1).
– certains donnent la valeur du crite`re 15 (i.e. l’e´cart-type total des distances entre
points apparie´s) comme une mesure de la pre´cision du recalage. Mais celle-ci fait
aussi intervenir le bruit sur les donne´es et de´pend des erreurs d’appariements (voir
section 3.2.1.0). Sa valeur est rarement repre´sentative de la pre´cision [Fitzpatrick et
al., 1999, Introduction].
– certains utilisent directement la partie translation de la transformation rigide trou-
ve´e pour estimer la pre´cision du recalage. Hors celle-ci de´pend de la fac¸on dont est
exprime´e la transformation, et est couple´e a` la rotation (voir section 6.1.6).
15. Souvent appele´e “Fiducial Registration Error” dans les articles.
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A vrai dire, le proble`me d’une harmonisation rigoureuse des techniques de validation des
algorithmes de recalage n’inte´resse la communaute´ scientifique que depuis l’anne´e 2000 16
[Bowyer et al., 2001; Jannin et al., 2002; Woods, 2000], et n’a pas encore ve´ritablement
de´bouche´.
Ce chapitre tente donc de justifier et comple´ter les techniques qui nous ont paru les
plus pertinentes.
6.1.3 Organisation du chapitre
Pour utiliser un algorithme de recalage de fac¸on suˆre, il nous faut :
– Savoir e´valuer le manque de robustesse de l’algorithme, i.e. savoir dans quelle mesure
les de´fauts dans les donne´es, les parame`tres ou les estime´es initiales des transforma-
tions peuvent mener a` un re´sultat faux. C’est ce que nous verrons dans la section
6.2.
– Mettre en place des syste`mes de se´curite´ pour e´viter ou rejeter les re´sultats faux
lorsque la parfaite robustesse de l’algorithme ne peut eˆtre garantie. Ce sera le sujet
de la section 6.2.3.
– Savoir e´valuer la pre´cision de l’algorithme, une fois les proble`mes de robustesse
re´solus. Nous verrons cela dans la section 6.3.
– Savoir comment re´gler les parame`tres en fonction des donne´es. Cette proble´matique
est traite´e dans la section 6.4.
Avant de rentrer dans le de´tail, nous devons faire quelques remarques ge´ne´rales. La section
6.1.4 oppose l’approche expe´rimentale pre´sente´e ici a` la pre´diction the´orique. La section
6.1.5 pre´sente la base de test AREALL, i.e. l’ensemble des cas sur lesquels nous avons
effectue´ la plupart des expe´riences. La section 6.1.6 explique comment exprimer mathe´-
matiquement les erreurs entre plusieurs transformations.
6.1.4 Mesure expe´rimentale vs pre´diction the´orique
On peut envisager deux approches pour toutes nos proble´matiques : l’approche expe´-
rimentale et l’approche the´orique.
Avec l’approche the´orique (pre´sente´e pour l’incertitude aux chapitres pre´ce´dents, voir
sections 3.9, 4.5.3 et 5.4), nous sommes oblige´s, pour chaque type d’algorithme, de faire
des calculs complexes, incluant souvent des simplifications et des hypothe`ses abusives.
Les re´sultats sont quantitativement faux sur les surfaces, et donc inutilisables pour vali-
der l’algorithme. En revanche, les e´quations obtenues sont tre`s ge´ne´rales (elles prennent
16. Exception faite de la base Vanderbilt [West et al., 1997], qui de`s 1996 offrait la possibilite´ de tester la
pre´cision des algorithmes de recalage iconiques rigides multi-modaux sur 9 patients diffe´rents. La me´thode
e´tait base´e sur un e´talon or obtenu par recalage de marqueurs fixe´s sur la teˆte du patient et visibles dans
les images. Les re´sultats sont exprime´s sous forme d’erreur sur des points cibles (TRE).
121
Chapitre 6. E´valuation, re´glage et validation des algorithmes de recalage rigide
par exemple en compte les valeurs de certains parame`tres), et permettent de pre´voir rapi-
dement (et non de mesurer a`-posteriori) qualitativement les performances d’un algorithme,
et donc de mieux comprendre son fonctionnement et de mieux pouvoir le re´gler.
Avec l’approche expe´rimentale (pre´sente´e dans ce chapitre), nous pouvons mettre en
place des me´thodes inde´pendantes du type d’algorithme (et a fortiori de son re´glage).
Nous ne pouvons en revanche pas faire d’e´tude ge´ne´rale, mais devons refaire tourner
ces me´thodes pour chaque type d’application (i.e. chaque type de protocole ope´ratoire,
mais aussi chaque type de morphologie, chaque type d’artefact, chaque type d’algorithme,
chaque re´glage de parame`tres, ...) et devons parfois acque´rir des donne´es spe´cifiques.
Certaines expe´riences impliquent de tre`s nombreux recalages (plusieurs centaines voire
plusieurs milliers), et sont donc tre`s couˆteuses en termes de temps de calcul. Nous obtenons
en revanche des re´sultats quantitativement justes.
On comprend donc que, meˆme si nous devons mettre l’accent sur l’approche expe´ri-
mentale pour la validation (et force´ment pour ve´rifier les pre´dictions the´oriques), les deux
approches sont tre`s comple´mentaires, et aucune ne peut eˆtre ignore´e.
Pre´cisons enfin que les me´thodes expe´rimentales de test de la robustesse et de la
pre´cision devront eˆtre inte´gre´es dans un banc de test qui sera automatise´ au maximum,
car elles seront utilise´es sur de nombreux cas diffe´rents avec de nombreux parame´trages
diffe´rents, et les re´sultats devront pouvoir eˆtre facilement compare´s, pour de´terminer le
parame´trage optimum.
6.1.5 Base de test AREALL
Pour faire des expe´riences, il faut des donne´es ! Sauf exception, les re´sultats expe´ri-
mentaux pre´sente´s dans cette the`se sont base´s sur un jeu de donne´es appele´ Base de Test.
Cette base inclut 9 cas diffe´rents, les cas qui nous semblaient les plus repre´sentatifs des
futures conditions d’utilisation de VirtualScope. Pour chaque cas, nous disposons de 3
scanners (de re´solution 0.25 × 0.25 × 0.5mm) segmente´s (les surfaces contiennent plu-
sieurs centaines de milliers de points), et de deux nuages de points per-ope´ratoires acquis
dans la meˆme position, l’un contenant quelques centaines de points re´partis sur les dents
(entre 300 et 1100), l’autre contenant 1500 points re´partis sur l’os de la maˆchoire. On peut
voir sur la figure 6.1 ces diffe´rents cas, avec, pour chacun, la surface segmente´e du second
scanner et les deux nuages de points per-ope´ratoires dans leur position de re´fe´rence.
Ces cas sont effectivement repre´sentatifs des deux grosses variabilite´s observe´es d’un
patient a` l’autre :
– La re´partition des dents : le nombre de dents, mais aussi leur re´partition est im-
portante pour le recalage. En effet, si les dents restantes sont proches, les points
per-ope´ratoires pris sur ces dents vont eˆtre presque aligne´s, et le recalage sera alors
mal conditionne´ (cas du milieu). Ceci sera d’autant plus geˆnant lorsque le site a`
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Fig. 6.1 – La base de test AREALL : pour chaque cas, la surface segmente´e de l’os dans
le scanner, les nuage de points per-ope´ratoire sur les dents et sur l’os dans leur position
de re´fe´rence.
123
Chapitre 6. E´valuation, re´glage et validation des algorithmes de recalage rigide
ope´rer est e´loigne´.
– Le niveau d’artefact : les artefacts, qui sont surtout visibles au niveau des dents,
vont corrompre la surface segmente´e et donc le recalage. Dans les situations les
plus graves, des dents disparaissent en partie (cas milieu-gauche) ou en totalite´ (cas
haut-milieu), ou sont comple`tement de´forme´es (cas bas-droite).
Le recalage pointe´s sur les dents / scanner s’est d’ailleurs re´ve´le´ impossible (ou beaucoup
moins pre´cis) sur les deux cas les plus pathologiques (haut-milieu et bas-droite), et nous
ne les avons donc pas inclus dans les re´sultats d’expe´riences, sauf dans la section sur les
syste`mes de se´curite´s (voir 6.2.3) qui doivent bien suˆr eˆtre capables de de´tecter les e´checs
du recalage sur ces cas proble´matiques.
Pour effectuer les recalages, nous avons presque toujours utilise´ un ICP/EM multi-
e´chelle avec un bruit gaussien isotrope homoge`ne (tel que pre´sente´ dans la section 4.4.1)
en utilisant les normales (voir section 5.2.2) et les points semi-anisotropes gaussiens (voir
section 5.3.2) mais sans utiliser la correction de de´calage normal (voir section 5.1).
6.1.6 Mesure de l’erreur sur une transformation rigide
Nous devrons par la suite quantifier l’erreur entre une transformation rigide Tr obtenue
a` l’issue d’un recalage et une transformation de re´fe´rence T0, i.e. quantifier l’amplitude de
la transformation re´siduelle Td = Tr ? T
−1
0 .
Pre´cisons que lorsqu’on aura plusieurs mesures d’erreurs pour un meˆme type de reca-
lage, on pourra les synthe´tiser en gardant :
– l’erreur maximale : celle-ci est plus parlante pour une validation clinique.
– la covariance des erreurs : celle-ci est plus commode et plus puissante d’un point de
vue statistique. Elle permet en effet d’examiner dans quelles directions se retrouve
principalement l’erreur. Elle permet de plus de propager les erreurs (voir par exemple
le calcul de l’erreur sur des points cibles a` partir de l’erreur sur la transformation
ci-apre`s). Elle permet enfin de composer les erreurs (lorsqu’on compose les transfor-
mations de plusieurs recalages conse´cutifs par exemple : s’ils sont inde´pendant, leurs
covariances s’additionnent).
– la variance des erreurs : on peut la de´duire de la covariance ou la calculer directement.
On perd alors l’information sur l’orientation de l’erreur, et on ne peut plus faire de
calcul de propagation. La composition des erreurs reste en revanche valable.
Reste maintenant a` savoir comment mesurer l’erreur entre deux transformations rigides.
On utilisera par la suite deux mesures diffe´rentes, que nous pre´sentons ici.
Erreur sur la transformation (TE) On pourra utiliser directement l’erreur sur la
transformation (on utilisera la de´nomination anglaise : “Transformation Error”, TE en
abre´ge´) : celle-ci est compose´e d’une erreur sur la rotation et d’une erreur sur la translation.
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L’erreur sur la rotation permettra de quantifier directement les erreurs sur l’orientation
(comme celle de l’outil chirurgical). L’erreur sur la translation sera en revanche difficile-
ment utilisable, d’une part parce qu’elle est couple´e a` l’erreur sur la rotation, d’autre part
parce qu’elle de´pend de la fac¸on dont est exprime´e la transformation (et en particulier
l’origine du repe`re qui a e´te´ choisi, lorsqu’on utilise la forme T ? x = Rx+ t).
En termes mathe´matiques, il nous faudra exprimer la transformation re´siduelle (la
transformation Td = Tr ? T
−1
0 qui se´pare la transformation issue du recalage Tr et la
transformation de re´fe´rence T0) en utilisant son vecteur (r,t)
17. L’erreur sur la rotation
est l’angle de la rotation diffe´rentielle, i.e. la norme de r. Lorsqu’on disposera de plusieurs
transformations re´siduelles, on pourra exprimer leur covariance comme la covariance des





la variance de la transformation n’aurait aucun sens, puisqu’elle me´lange rotation (en
degre´) et translation (en mm). On pourra en revanche calculer la variance de la rotation
par la formule suivante :
σ2r = E
[‖r‖2]
ou lorsqu’on dispose de´ja` de la covariance, en prenant les trois premiers termes diagonaux :
σ2r = (ΣTT )11 + (ΣTT )22 + (ΣTT )33
Erreur sur des points cibles (TRE) On pourra aussi calculer la conse´quence de
l’erreur de transformation sur la position de certains points cibles (on utilisera la de´nomi-
nation anglaise : “Target Registration Error”, TRE en abre´ge´). Ces points cibles pourront
eˆtre re´partis sur la totalite´ des surfaces recale´es ou eˆtre concentre´s autour de la zone
ope´ratoire. On pourra alors directement quantifier les erreurs sur le positionnement d’un
point dans cette zone (comme l’extre´mite´ de l’outil chirurgical).
Concre`tement, on peut calculer la TRE de deux fac¸ons. La premie`re est directe : on
mesure l’erreur entre la position d’un point cible auquel on applique la transformation de
re´fe´rence et le meˆme point cible auquel on applique la transformation issue du recalage.
Lorsqu’on a plusieurs points cibles ou plusieurs transformations, on peut ainsi calculer
l’erreur max et la covariance ou la variance des erreurs.
La seconde s’appuie sur un calcul de propagation des erreurs : lorsqu’on a calcule´ la
covariance ΣTT sur la transformation comme indique´ dans le paragraphe pre´ce´dent, on
17. r est le vecteur repre´sentant la rotation (coline´aire a` l’axe de rotation et de norme l’angle de cette
rotation) et t est le vecteur de la translation. On utilise (r,t) car il repre´sente la transformation rigide dans
la carte principale centre´e en T0 (voir annexe C.1.4), et la covariance de la transformation est justement
de´finie comme la covariance de cette repre´sentation vectorielle (voir annexe C.2.2.4).
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ou la variance sur les points par la formule suivante :









on ne pourra en revanche pas de´duire ainsi une erreur maximum sur la position des points.
6.2 Robustesse
Nous allons e´tudier dans cette partie la robustesse des algorithmes, de´finie ici comme
leur aptitude a` converger a` proximite´ de la bonne transformation.
Les algorithmes par minimisation de crite`re convergent toujours vers un minimum
local du crite`re, mais celui-ci n’a aucune raison de se trouver a` proximite´ du minimum
global. En fait, la convergence de´pend essentiellement de la qualite´ de l’estime´e initiale
de la transformation. Si elle est suffisamment proche de la bonne transformation, et en
particulier si elle est situe´e dans la cuvette du minimum global, la convergence a` proximite´
du minimum global est assure´e. Avec certaines variantes robustifie´es de l’algorithme (en
particulier avec la version multi-e´chelle, dans laquelle on modifie le crite`re en modifiant
l’e´chelle) on arrivera meˆme a` converger a` partir d’endroits situe´s a` l’exte´rieur de cette
cuvette. On parlera alors de bassin de convergence, pour de´signer l’ensemble des trans-
formations initiales permettant d’atteindre le voisinage de la bonne transformation. Cette
de´finition permettra en outre de prendre en compte les cas extreˆmes ou` le minimum global
n’est lui-meˆme pas proche de la bonne transformation (lorsque le manque de robustesse
n’est pas duˆ a` une mauvaise initialisation, mais a` un mauvais re´glage des parame`tres ou
a` un proble`me dans les donne´es, comme dans les deux cas pathologiques de notre base de
test).
Nous e´tudierons donc dans cette partie la robustesse au travers des bassins de conver-
gence. Nous pre´senterons ensuite des me´thodes pour ame´liorer la robustesse. Nous verrons
enfin comment, quand une parfaite robustesse n’est pas garantie, reconnaˆıtre un bon d’un
mauvais recalage.
6.2.1 E´valuation expe´rimentale
Le concept fondamental dans l’e´tude expe´rimentale du bassin de convergence (et donc
de la robustesse) est la carte des convergences d’un algorithme. Celle-ci est obtenue en
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faisant fonctionner de nombreuses fois un meˆme algorithme sur les meˆmes donne´es en fai-
sant varier l’estime´e initiale de la transformation. On note alors les couples transformation
initiale/transformation finale. On e´tudie ensuite la re´partition des transformations finales,
ce qui permet de dire quelles transformations peuvent eˆtre conside´re´es comme a` peu pre`s
bonnes (leur variabilite´ sera utilise´e plus tard dans l’e´tude de la re´pe´tabilite´, voir 6.3.1) et
quelles transformations peuvent eˆtre conside´re´es comme fausses. On peut alors regarder
la re´partition des transformations initiales qui ont mene´ a` un re´sultat juste (i.e. e´tudier
la forme du bassin de convergence) et en de´duire la qualite´ ne´cessaire sur l’initialisation
pour garantir une parfaite robustesse.
Calcul des cartes de convergence
Nous devons ici faire fonctionner le meˆme algorithme (meˆme me´thode, meˆme para-
me`tres) sur les meˆmes donne´es, en faisant varier la transformation initiale autour de la
bonne transformation. Ces variations devront eˆtre au moins aussi amples que celles pro-
duites par la me´thode d’initialisation retenue dans le protocole ope´ratoire (voir section
6.4.1).
Il nous faut une premie`re estime´e de la bonne transformation T0. Celle-ci ne devra
pas eˆtre ne´cessairement tre`s pre´cise, on peut meˆme se contenter de la transformation
obtenue par la me´thode d’initialisation. Pour la faire varier, nous lui appliquerons une
transformation marginale, que nous pourrons faire varier de plusieurs manie`res diffe´rentes :
– Par tirage ale´atoire autour de l’identite´ : cette me´thode est certes plus repre´sentative
de la re´alite´ (si la loi de probabilite´ est bien choisie, ce qui est de´ja` un proble`me
en soit), mais pre´sente deux de´fauts majeurs : d’une part, rien ne garantit que les
transformations sont bien re´parties, d’autre part les transformations tire´es ne seront
pas reproductibles d’une expe´rience a` l’autre (e.g. lorsqu’on voudra comparer deux
re´glages des parame`tres de l’algorithme de recalage), interdisant toute comparaison
de´taille´e des re´sultats.
– Par parcours d’une grille re´gulie`re dans l’espace des transformations : on utilisera
les transformations de vecteur (rx,ry,rz,tx,ty,tz), en faisant varier chaque coordonne´e
(ty par exemple) entre une valeur minimale et maximale (tymin et tymax) avec un
pas donne´ (ty pas =
tymax−tymin
ty n
). On aura alors rxn ∗ ry n ∗ rz n ∗ txn ∗ ty n ∗ tz n
transformations a` essayer.
– Par parcours re´gulier des axes de l’espace des transformations : l’ide´e est proche du
cas pre´ce´dent, mais on ne fait varier qu’une seule coordonne´e a` la fois, en laissant les
autres a` 0, pour limiter le nombre de transformations et donc de recalages a` essayer,
qui devient alors rxn + ry n + rz n + txn + ty n + tz n.
E´tant conside´re´s les de´fauts de la premie`re me´thode, nous avons retenu les deux dernie`res
me´thodes.
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Se pose alors la question de la taille et de la re´solution de la grille (dont de´pend le
nombre de recalages et donc le temps de calcul). Comme nous avons remarque´ que le
recalage e´tait bien plus robuste par rapport a` des erreurs de rotation qu’a` des erreurs
de translation, nous ne faisons en ge´ne´ral varier que cette dernie`re, en restant a` rotation
nulle. La largeur de la grille doit eˆtre un peu plus grande que le bassin de convergence,
pour avoir un nombre significatif de bons et mauvais re´sultats. Aussi doit-on faire une
premie`re expe´rience rapide (parcours re´gulier des axes par exemple) pour l’e´valuer gros-
sie`rement tout en ve´rifiant la faible sensibilite´ a` la rotation. Dans nos applications, on
utilise une grille qui va de −10 a` +10mm dans chaque direction, que nous parcourons
ensuite inte´gralement. Nous avons essaye´ plusieurs re´solutions de grille (jusqu’a` 21 pas
par axe, soit 1mm par pas), et avons constate´ que les re´sultats e´taient repre´sentatifs de`s
5 pas par axe (soit 4mm par pas). Nous utilisons donc en ge´ne´ral cette re´solution (et
essayons alors 125 transformations), passant parfois a` 11 pas par axe quand les recalages
sont assez rapides (ce qui fait 1331 transformations).
Classification des transformations finales
Une fois que l’on a fait tourner l’algorithme avec ces diffe´rentes transformations ini-
tiales, on peut examiner les transformations finales obtenues. La figure 6.2 pre´sente un
exemple typique, ou` l’on a place´ les transformations finales en fonction de la norme de
leur translation et la norme de leur rotation.
On constate que les transformations sont re´parties suivant deux ensembles bien dis-
tincts :
– Un premier ensemble proche de 0, i.e. de la transformation T0, qui est proche de la
bonne. Il s’agit donc des convergences que l’on peut conside´rer comme a` peu pre`s
bonnes. On remarque en outre que ces transformations sont grosso-modo aligne´es,
re´ve´lant que le recalage est plus mal conditionne´ suivant une direction couplant
rotation et translation.
– Un deuxie`me ensemble plus e´loigne´ et sans structure spe´ciale. Il s’agit des mau-
vaises convergences, apparemment uniforme´ment re´parties en dehors de la zone de
bonne convergence, et plus nombreuses pour de fortes translations que pour de fortes
rotations.
A partir de ces constatations, il devient assez aise´ de faire le distinguo entre bonne et
mauvaise convergence, a` l’aide d’un simple seuil sur la norme de la rotation et la norme
de la translation (en ge´ne´ral 1 mm et 1 degre´). Remarquons cependant qu’il faut pour
cela que la transformation T0 soit proche de la bonne solution. En effet, si elle est elle-
meˆme situe´e a` plus d’1 mm ou d’1 degre´, notre strate´gie, qui a l’avantage de pouvoir eˆtre
automatise´e, devient inutilisable. Nous ne pouvons donc plus nous contenter de l’estime´e
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Fig. 6.2 – Transformations finales d’un recalage Scanner/Pointe´s Dents place´es en fonc-
tion de la norme de leur translation et de leur rotation
grossie`re utilise´e pre´ce´demment. Plusieurs alternatives se pre´sentent alors :
– De´terminer manuellement avant toute chose une estime´e suffisamment pre´cise de la
bonne transformation et l’utiliser dans la totalite´ du protocole (i.e. y compris pour
ge´ne´rer les transformations initiales).
– Affiner a-posteriori la transformation en prenant par exemple la moyenne des trans-
formations qui semblent bonnes dans la carte des convergences.
– Utiliser la transformation finale de l’expe´rience qui semble avoir le mieux fonctionne´,
comme par exemple celle qui a donne´ le crite`re le plus faible.
Pour le banc de test automatise´, on a pre´fe´re´ utiliser la premie`re me´thode. Il suffit en effet
de re´aliser une bonne fois pour toute un recalage correct (i.e. a` 2-3 dixie`mes de mm et
de degre´s) pour chaque jeu de donne´es. On essaye pour cela diffe´rents parame´trages, on
modifie manuellement l’initialisation si ne´cessaire jusqu’a` obtenir un re´sultat visuellement
satisfaisant.
Dans les cas ou` la ve´rification visuelle est impossible (par exemple pour des recalages
avec quelques points isole´s) ou ne permet pas d’atteindre la pre´cision ne´cessaire (lorsque
plusieurs transformations franchement diffe´rentes semblent bonnes), on calcule effecti-
vement une premie`re carte de convergence (voire plusieurs en utilisant des parame`tres
diffe´rents), et on recourt aux deux autres me´thodes, jusqu’a` obtenir une transformation
satisfaisante, qui sera utilise´e par la suite.
E´tude de robustesse
Une fois que l’on a re´ussi a` faire la classification bonne/mauvaise convergence, on peut
e´valuer la robustesse. Plusieurs niveaux de de´tail sont possibles.
On peut se contenter de regarder le pourcentage de convergences correctes. C’est tre`s
grossier, mais cela permet de comparer rapidement diffe´rents parame´trages.
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Fig. 6.3 – Bassin de convergence d’un algorithme de recalage : On voit ici deux coupes
(xy et xz) d’une image volumique binaire repre´sentant un bassin de convergence. Les coor-
donne´es de chaque voxel correspondent a` la translation initiale (au centre une translation
nulle), sa couleur indique si elle a mene´ a` une convergence correcte (en rouge) ou non
(en noir).
On peut chercher la transformation initiale la plus proche de la bonne transformation
qui a mene´ a` un mauvais re´sultat. On obtient ainsi la largeur minimale du bassin de
convergence, qui donne ve´ritablement une estimation de la qualite´ ne´cessaire sur l’initia-
lisation pour garantir une bonne convergence. C’est la technique ge´ne´ralement retenue
dans notre banc de test automatise´.
On peut regarder les re´sultats en de´tail, pour une meilleure compre´hension. Ainsi,
lorsqu’on fait varier la translation initiale sur une grille, on peut construire une image
volumique binaire dont chaque voxel correspond a` une translation initiale et indique si le
recalage a converge´. La figure 6.3 pre´sente deux coupes d’une telle image. On peut voir sur
cette figure la forme ge´ne´rale des bassins de convergence : ils ont une forme grossie`rement
elliptique (figure de gauche), mais ne sont pas force´ment centre´s autour de la bonne
transformation. Ils peuvent eˆtre limite´s par un plan (figure de droite), qui correspond en
fait a` la creˆte entre le bassin de convergence de la bonne transformation et un bassin de
convergence associe´ a` une mauvaise transformation.
6.2.2 Ame´lioration de la robustesse
Lorsque la robustesse de l’algorithme ne donne pas satisfaction, on peut faire le rai-
sonnement suivant : lorsque le crite`re forme une cuvette autour d’un mauvais minimum
local, et que l’on se trouve dans cette cuvette, on n’a aucune chance d’en sortir en essayant
de minimiser le crite`re, et la convergence vers le mauvais minimum devient ine´luctable.
On peut alors penser a` deux fac¸ons d’ame´liorer la robustesse : la premie`re est de modifier
le crite`re pour supprimer ces minima locaux, la deuxie`me est de modifier l’algorithme
pour lui permettre de sortir d’une telle cuvette. Notre approche multi-e´chelle correspond
a` la premie`re solution. Plusieurs approches correspondant a` la deuxie`me solution ont e´te´
envisage´es dans la litte´rature. Nous les pre´sentons ici, car, contrairement a` notre EM
multi-e´chelle, elles ne sont pas spe´cifiques au recalage de surface, et peuvent ainsi eˆtre
reprises pour d’autres algorithmes. Nous ne rentrerons cependant pas dans les de´tails car
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ces techniques se sont ave´re´es peu efficaces dans notre cas.
Monte-Carlo et algorithmes ge´ne´tiques
Dans cette premie`re approche, l’ide´e est d’effectuer plusieurs recalages a` partir d’ini-
tialisations diffe´rentes (i.e. situe´es dans des cuvettes diffe´rentes du crite`re) et de ne garder
que le meilleur (en espe´rant que ce soit le minimum global). Il faut donc savoir comment
re´partir les transformations initiales pour avoir une chance que l’une d’elles se situe dans
la bonne cuvette.
Plusieurs approches ont e´te´ pre´sente´es autour de ces ide´es : des approches de´terministes
(les transformations initiales sont re´parties sur une grille re´gulie`re [Hu¨gli and Schu¨tz,
1997]), des approches de type Monte-Carlo (les transformations initiales sont tire´es suivant
une loi de probabilite´ connue, voir par exemple [Simon, 1996]), des approches base´es sur
des algorithmes ge´ne´tiques (voir par exemple [Brunnstrom and Stoddart, 1995]), ...
Le principal proble`me de ces me´thodes est qu’elles exigent d’effectuer de nombreux
recalages, et multiplient d’autant le temps de calcul. Elles sont donc incompatibles avec
les contraintes de temps qui doivent eˆtre respecte´es en per-ope´ratoire.
Recuit simule´ sur la transformation
Cette approche a e´te´ largement applique´e aux algorithmes par minimisation de crite`re
non-convexe. L’ide´e est la suivante : pour e´viter de rester coince´ dans un minimum local,
on va “secouer” la transformation, i.e. la perturber en lui appliquant une transformation
marginale suffisamment importante pour sortir du bassin de convergence du minimum
local [Blais and Levine, 1995].
Recuit simule´ sur les donne´es
Dans cette approche, introduite par [Penney et al., 2001], on ne bruite plus directe-
ment la transformation, mais on bruite les donne´es, en ajoutant a` chaque point un bruit
gaussien. Ce bruit est variable d’une ite´ration a` l’autre, de variance de´croissante.
Discussion
Nous avons tre`s vite abandonne´ ces me´thodes en faveur de notre approche multi-
e´chelle. Les me´thodes de type Monte-Carlo n’ont meˆme pas e´te´ teste´es en raison de leur
lenteur. Notre approche multi-e´chelle s’est expe´rimentalement re´ve´le´e plus efficace que le
recuit simule´ sur la transformation, lui-meˆme plus efficace que le recuit simule´ sur les
donne´es, comme le montre les re´sultats sur un recalage Pointe´s-Picza (les parame`tres des
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recuits simule´s ont e´te´ re´gle´s automatiquement pour optimiser la robustesse, voir section
6.4.5) :
ICP ICP+recuit transfo. ICP+recuit donne´es EM
Robustesse (%) 23.20 31.20 39.20 61.6
Temps moyen (s) 0.75 1.19 1.11 1.5
Nous avons finalement mis ces me´thodes de coˆte´ pour les cas extreˆmes, et nous sommes
focalise´ sur notre approche multi-e´chelle.
6.2.3 Syste`mes de se´curite´
Lorsque la parfaite robustesse ne peut eˆtre garantie (ce qui est en ge´ne´ral he´las le cas,
cf les deux cas pathologiques de notre base de test que nous prenons ici en compte dans
les expe´riences), il faut pouvoir dire, a` l’issue d’un recalage, si l’on a affaire a` un re´sultat
correct 18. Il nous faut donc mettre au point un syste`me de se´curite´ permettant de classer,
pour une application donne´e, les bons et les mauvais re´sultats.
Intuitivement, il semble que la valeur finale du crite`re de l’algorithme de recalage puisse
donner une telle indication. En effet, pour un mode`le et une sce`ne donne´e, le crite`re est
en ge´ne´ral plus faible pour un bon recalage que pour un mauvais recalage. Nous allons ici
de´velopper cette ide´e, en pre´sentant tout d’abord les diagrammes de sensibilite´/se´lectivite´
qui permettent facilement de savoir comment re´gler un seuil sur la valeur du crite`re pour
classer au mieux les re´sultats des recalages. Nous verrons alors que le classement obtenu
ne sera pas force´ment parfait, en particulier lorsqu’on cherchera un seul seuil pour un
certain type de donne´es (e.g. pointe´s sur l’os/scanner) et non pour un mode`le et une
sce`ne connue. Mais nous ne chercherons pas a` trouver un syste`me de se´curite´ universel,
pre´fe´rant choisir un crite`re qui fonctionne parfaitement pour une application donne´e.
Diagrammes de sensibilite´ / se´lectivite´
Nous allons maintenant pre´senter les diagrammes de sensibilite´ / se´lectivite´ (“ROC-
curve”en anglais [Metz, 1978]) qui permettent d’e´tudier rapidement les performances d’un
classificateur base´ sur le seuillage d’une valeur scalaire (pour l’instant, la valeur finale du
crite`re de l’algorithme de recalage), et de re´gler au mieux le seuil.
Le but de notre classificateur est de distinguer les bonnes des mauvaises transforma-
tions. Ce qui nous inte´resse, c’est qu’il fasse un minimum d’erreurs. On de´finit donc :
– La sensibilite´ : il s’agit du pourcentage de vrais positifs (i.e. de transformations
18. Dans le cas contraire, on pourra appliquer une des me´thodes de la section pre´ce´dente, ou tout
simplement recommencer la proce´dure d’initialisation. Dans VirtualScope, le syste`me de navigation et de
guidage du geste chirurgical ne sera de toute fac¸on pas utilisable tant que le syste`me de se´curite´ n’aura
pas e´te´ passe´ avec succe`s.
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classe´es comme bonnes qui sont effectivement bonnes) parmi les positifs (les trans-
formations classe´es comme bonnes). Plus il est e´leve´, moins il y aura de faux positifs
(des transformations classe´es bonnes alors qu’elles sont mauvaises).
– La se´lectivite´ : il s’agit du pourcentage de vrais ne´gatifs (i.e. de transformation clas-
se´es comme mauvaises qui sont effectivement mauvaises) parmi les ne´gatifs (les
transformations classe´es comme mauvaises).
On veut rejeter syste´matiquement les mauvais recalages, i.e. avoir un classificateur par-
faitement sensible (qui ne produit aucun faux positif). Il est de plus pre´fe´rable qu’il ne
rejette que peu de bons recalages, i.e. qu’il ait une se´lectivite´ aussi e´leve´e que possible.
Ceci e´vitera le travail supple´mentaire entraˆıne´ par un e´chec du syste`me de se´curite´.
Lorsque le classificateur de´pend d’un parame`tre, ici le seuil sur la valeur du crite`re, on
peut tracer le diagramme de sensibilite´ / se´lectivite´ empirique du classificateur. Il nous
faut pour cela un ensemble d’expe´riences, qui soient repre´sentatives de notre application et
des re´sultats possibles de l’algorithme, et pour lesquelles on connaˆıt la bonne classification.
Ici, nous pouvons directement utiliser les re´sultats de l’e´tude de la robustesse. Nous avons
en effet de´ja` fait beaucoup de recalages repre´sentatifs de notre application a` la section
6.2.1 (nous avons 125 re´sultats de recalages pour chaque patient, 10 patients dans notre
base de test, et avons e´chantillonne´ nos transformations initiales sur une grille dont la
largeur permet d’avoir un nombre significatif de bons et de mauvais re´sultats) et les avons
classe´s dans la section 6.2.1.0.
On fait alors varier la valeur du seuil, et on compte, pour chaque valeur, le nombre de
vrais positifs (les re´sultats de recalages que l’on sait bons et dont le crite`re a` une valeur
infe´rieure au seuil) et faux positifs (les re´sultats de recalages que l’on sait bons mais dont
le crite`re a` une valeur supe´rieure au seuil), on en de´duit la sensibilite´, puis la se´lectivite´ a`
l’aide des vrais et faux ne´gatifs. Enfin, on trace le diagramme, qui est la courbe parame´tre´e
par la valeur du seuil, avec en abscisse la se´lectivite´ et en ordonne´e la sensibilite´ :
(x,y)(seuil) = (select(seuil),sensib(seuil))
Deux exemples d’un tel diagramme sont donne´s dans la figure 6.4. Sur le premier, les
parame`tres du recalage ont e´te´ mal re´gle´s, et il est impossible d’obtenir un classificateur
parfait en utilisant la valeur du crite`re. Sur le second, le recalage a e´te´ bien re´gle´, et on
peut trouver un seuil permettant une classification parfaite des bons et mauvais recalages.
Perspectives
Dans notre dernier exemple, nous avons obtenu un classificateur parfait en nous basant
directement sur la valeur du crite`re de l’algorithme de recalage, pour un re´glage des para-
me`tres et un cadre applicatif donne´ (le recalage per-ope´ratoire utilise´ dans VirtualScope).
On peut cependant se demander s’il ne serait pas possible d’obtenir un classificateur plus
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Fig. 6.4 – Diagrammes de sensibilite´ / se´lectivite´ pour les recalages pointe´s sur les dents
/scanner sur la base de test AREALL, pour l’ICP/EM avec une variance sur-estime´e (a`
gauche) et une variance correcte (a` droite).
Les courbes sont parame´tre´es par la valeur du seuil sur le crite`re de l’algorithme de recalage
(tre`s diffe´rent entre les deux cas de´pendant de la variance du bruit)
Dans le cas de gauche, on ne peut obtenir une classification parfaite : il faut fixer le seuil
a` −0.77 pour qu’aucun mauvais recalage ne soit accepte´ (sensibilite´ e´gale a` 100%), mais
on aura alors 12% de bons recalages rejete´s. En revanche, dans le cas de droite, un seuil
a` −3.1 permettra d’obtenir une sensibilite´ et une se´lectivite´ parfaites.
ge´ne´ral, capable de s’adapter a` d’autres proble`mes de recalage. Pour cela, il faut d’abord
mettre en e´vidence les diffe´rents e´le´ments qui conditionnent les performances des syste`mes
de se´curite´ base´ sur le seuillage du crite`re.
Choix et re´glage de l’algorithme de recalage L’exemple pre´ce´dent montre a`
quel point, sur les meˆmes donne´es, un mauvais re´glage de l’algorithme peut compromettre
l’existence d’un syste`me de se´curite´ parfait. Mais quel est alors le bon re´glage? Nous avons
pu constater expe´rimentalement que le re´glage des parame`tres qui optimise la robustesse
(voir section 6.4.5) est souvent celui qui permet la meilleure classification.
Choix du crite`re de notre syste`me de se´curite´ Pourquoi utiliser le meˆme crite`re
que celui du recalage? Une premie`re ide´e, pour obtenir un classificateur plus ge´ne´ral, est
de s’affranchir de l’e´chelle du bruit sur les donne´es, en utilisant un crite`re qui la prenne
en compte. Il pourra par exemple s’agir de la RMS de la distance de Mahalanobis entre
points apparie´s. Mais pour les surfaces, nous savons de plus que la distance tangente n’est
pas tre`s pertinente, que seule la distance dans l’axe de la normale doit eˆtre faible pour
un bon recalage. Aussi le crite`re qui semble le plus pertinent est la RMS de la distance
de Mahalanobis dans l’axe de la normale, i.e. la RMS de la distance entre points apparie´s
dans l’axe de la normale divise´e par l’e´cart-type du bruit normal.
Enfin, on peut finalement songer a` s’affranchir comple`tement de l’algorithme de reca-
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lage, en utilisant un crite`re qui n’est pas base´ sur les appariements trouve´s par l’algorithme.
Nous de´velopperons cette ide´e dans la section 8.9.
Le domaine d’application Le seuil optimal de notre syste`me de se´curite´, une fois
l’algorithme et le crite`re choisis, de´pend du type de donne´es utilise´. Il est en particulier
sensible a` l’e´chantillonnage et au bruit de mesure. Il est peu vraisemblable qu’un meˆme
seuil soit applicable pour des donne´es d’origines tre`s diffe´rentes. On cherchera donc en
ge´ne´ral a` mettre en e´vidence non pas un seuil universel, mais plusieurs seuils fonctionnant
chacun parfaitement sur une cate´gorie d’applications aussi large que possible. Ainsi, dans
VirtualScope, on a pu regrouper les recalages de Pointe´s sur les dents et de Pointe´s sur
l’os, mais avons par contre duˆ faire la distinction entre les scanners sans ou avec peu
d’artefacts (comme ceux de la base de test), et les scanners avec des artefacts spe´ciaux
(tels certains scanners ne figurant pas dans la base de test, pour lesquels l’algorithme de
reconstruction tomographique, diffe´rent, ge´ne´rait des artefacts a` la fois plus nombreux,
plus chaotiques et plus diffus dans l’image).
Conclusion
Nous avons ici mis au point un syste`me de se´curite´ simple et pleinement satisfaisant
pour VirtualScope, en nous limitant a` l’e´tude du crite`re de l’ICP/EM pour un seul type
de donne´es et un seul re´glage de l’algorithme de recalage. Nous avons ensuite souleve´
la question de la mise au point de syste`mes de se´curite´ moins spe´cialise´s, en proposant
d’utiliser des crite`res plus pertinents et prenant en compte l’e´chelle du bruit. Nous pen-
sons toutefois qu’ils ne seront applicables que pour un algorithme bien re´gle´ (au sens de
la robustesse). Nous doutons enfin de la possibilite´ d’e´tablir un seuil universel (fonction-
nant sur des donne´es tre`s diffe´rentes), pre´fe´rant le re´gler pour chaque application a` l’aide
du diagramme de sensibilite´ / se´lectivite´ trace´ a` partir des re´sultats des expe´riences de
robustesse.
6.3 Pre´cision
Supposons maintenant que l’algorithme ait bien converge´ : la transformation trouve´e
est au voisinage de la bonne transformation. Mais a` quelle distance est-elle?
Il nous faut pour cela distinguer les diffe´rentes sources d’erreurs de l’algorithme :
– le bruit interne : nous avons vu dans le partie consacre´e a` la robustesse qu’il peut y
avoir plusieurs minima locaux, et donc plusieurs convergences possibles a` proximite´
de la bonne solution. De ce fait, avec les meˆmes donne´es et les meˆmes parame`tres,
plusieurs re´sultats sont possibles, ce qui introduit une premie`re source d’impre´ci-
sion. Celle-ci peut eˆtre interpre´te´e comme due aux erreurs dans l’estimation des
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appariements.
– le bruit externe : il s’agit de la conse´quence du bruit sur les donne´es.
– le bruit de mode´lisation : il est duˆ aux de´fauts de l’algorithme (rappelons par exemple
que nous avons suppose´ les points identifie´s, ce qui n’est pas vrai dans le cas des
surfaces), qui peuvent entraˆıner des erreurs meˆme en l’absence de bruit interne et
externe, i.e. en pre´sence d’un seul minimum global et de donne´es parfaites.
Le premier bruit peut eˆtre isole´. On dit alors que l’on mesure la re´pe´tabilite´ de l’algorithme.
Les autres bruits se cumulent pour former l’impre´cision globale. On peut alors se demander
si ces 3 formes de bruits sont inde´pendantes les unes des autres.
6.3.1 E´valuation expe´rimentale des bruits internes et externes
Bruit interne ou re´pe´tabilite´
Le re´pe´tabilite´ a e´te´ de´finie comme la variabilite´ introduite par la possibilite´ d’at-
teindre plusieurs minima locaux diffe´rents aux abords de la bonne transformation. Or
nous avons de´ja` obtenu une carte des convergences de l’algorithme lorsque nous avons
e´tudie´ expe´rimentalement la robustesse (voir 6.2.1). On peut donc mesurer directement la
re´pe´tabilite´ de l’algorithme en regardant la variabilite´ des transformations classe´es bonnes
autour de leur moyenne. Ainsi, sur les recalages de notre base de test, on a pu ve´rifier
que la re´pe´tabilite´ de l’ICP e´tait mauvaise (elle induit une TRE de l’ordre de 0.15mm,
et augmente ainsi notoirement l’impre´cision de l’algorithme), alors que celle de l’ICP/EM
e´tait tre`s bonne (infe´rieure a` 0.05mm).
Bruit externe
On ne peut en fait pas isoler expe´rimentalement le bruit externe, car le bruit interne
est toujours pre´sent. On peut en revanche mesurer la somme de ces deux bruits.
Rappelons que le bruit externe est la conse´quence du bruit de mesure sur les points des
deux nuages. Nous allons ici montrer comment e´tudier expe´rimentalement la conse´quence
du bruit sur les points de la sce`ne pour un mode`le fixe´. Pour cela, il nous faut plusieurs
sce`nes contenant la mesure des meˆmes points. Deux possibilite´s sont offertes pour obtenir
ces sce`nes :
– On peut faire plusieurs acquisitions. C’est ce que nous avons fait avec les nuages de
points isole´s : nous avons marque´ sur une empreinte de maˆchoire 40 points, et avons
fait 10 acquisitions diffe´rentes de ces points, dans le meˆme repe`re. Nous avons ainsi
obtenu 10 nuages contenant les meˆmes points avec un bruit de mesure repre´sentatif
de la re´alite´.
– Lorsqu’on ne dispose que d’une seule acquisition, on cre´e a` partir de cette seule
acquisition plusieurs nuages diffe´rents en bruitant les points suivant un mode`le de
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bruit aussi repre´sentatif que possible du ve´ritable bruit de mesure (ces me´thodes
sont de´ja` de´crites a` la section 3.9.4).
Ces deux me´thodes permettent d’obtenir un jeu de sce`nes contenant les meˆmes points
(mais bruite´s de fac¸on inde´pendante suivant le bruit de mesure) dans la meˆme position.
Il suffit alors de les recaler toutes sur le meˆme mode`le, et de mesurer la variabilite´ des
transformations obtenues autour de leur moyenne, pour obtenir une estimation de la
somme du bruit interne et externe.
6.3.2 E´valuation expe´rimentale de la pre´cision globale
Pour estimer la pre´cision globale du recalage, il faut comparer la transformation obte-
nue a` la ve´ritable transformation. Il faut donc disposer d’une estimation de cette dernie`re,
appele´e transformation e´talon. Il existe plusieurs me´thodes d’e´valuation de la pre´cision
globale base´es sur des transformations e´talons diffe´rentes. Ces me´thodes se distinguent
par deux aspects :
– La qualite´ de la transformation e´talon obtenue : cet e´talon ne correspond jamais
exactement a` la bonne transformation. Aussi, lorsqu’on comparera la transforma-
tion obtenue dans un recalage a` la transformation e´talon, on mesurera a` la fois
l’erreur de recalage et l’erreur sur la transformation e´talon (si les deux me´thodes
sont statistiquement inde´pendantes, la variance mesure´e sera la somme de la va-
riance du recalage et de la variance de l’e´talon). Ainsi, si la pre´cision du recalage
est meilleure que celle de l’e´talon, on mesurera essentiellement cette dernie`re, et les
re´sultats apparaˆıtront bien plus mauvais qu’ils ne le sont.
– Les biais syste´matiques ne pouvant eˆtre pris en compte : lorsque la me´thode d’e´va-
luation de l’e´talon et le me´thode de recalage sont corrompues par un meˆme biais
(e.g. lorsqu’ils s’appuient sur la meˆme image biaise´e), la comparaison de l’e´talon et
du re´sultat du recalage ne permettra pas de faire apparaˆıtre ce biais. Les re´sultats
apparaˆıtront alors meilleurs qu’ils ne le sont.
Nous allons ici pre´senter plusieurs me´thodes que nous avons utilise´es, base´es sur plusieurs
qualite´s d’e´talons diffe´rents.
E´talon or : utilisation d’une me´thode certifie´e
On parlera d’e´talon or lorsque la transformation est impose´e ou mesure´e a` l’aide d’une
me´thode certifie´e, i.e. dont la pre´cision est connue, et dont le biais est ne´gligeable. Ce
peut eˆtre a` l’aide d’instruments de me´trologie 3D (robot passif, syste`me optique, capteur
magne´tique), ou a` l’aide de me´thodes de recalage valide´es (recalage manuel, recalage base´
sur des marqueurs). Nous allons de´tailler ici deux de ces me´thodes que nous avons utilise´es,
puis abandonne´es parce que les e´talons obtenus e´taient trop peu pre´cis.
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Marqueurs radiopaques La me´thode base´ sur des recalages de marqueurs (billes ou
tiges radiopaques, casques ste´re´otaxiques [West et al., 1997], ...) a souvent e´te´ utilise´e
comme me´thode e´talon dans la validation des algorithmes de recalage. Nous avons donc
teste´ une telle technique, que nous pre´sentons ici.
Nous avons utilise´ en guise de marqueurs des billes radiopaques d’environ 1 mm de
diame`tre, place´es sur la maˆchoire lors du passage au scanner (ils peuvent eˆtre directement
colle´s lorsqu’on travaille sur des maˆchoires nues, ou place´s sur une gouttie`re pour un
patient). Les marqueurs sont alors bien visibles et faciles a` segmenter dans l’image scanner.
Ils doivent ensuite eˆtre replace´s sur la maˆchoire (lorsqu’ils ne sont pas colle´s, dans le cas
d’une gouttie`re par exemple), puis mesure´s (en les pointant avec notre outil de navigation
par exemple). On re´alise enfin un recalage entre les marqueurs radiopaques, apparie´s
manuellement, pour obtenir notre transformation.
On obtient ainsi un e´talon or. En effet, la me´thode de recalage de points apparie´s que
nous avons utilise´e [Pennec, 1996] est reconnue par la communaute´ scientifique, et les biais
sont ne´gligeables (le scanner et l’outil de navigation et donc les images sont certifie´s sans
biais, ainsi que la me´thode de recalage). Enfin, on peut calculer sa pre´cision en fonction
de la pre´cision de mesure des points [Pennec, 1996]. Celle-ci est he´las tre`s mauvaise (de
l’ordre du voxel pour la segmentation dans le scanner, probablement supe´rieure au mm
avec l’outil de navigation), et il faut aussi rajouter l’erreur supple´mentaire introduite par
le replacement des marqueurs sur la maˆchoire. L’erreur sur la transformation e´talon ainsi
estime´e serait de l’ordre du millime`tres, et donc trop importante pour notre application.
Rotation impose´e On a aussi essaye´, dans certains cas, d’imposer me´caniquement la
transformation. On a par exemple fixe´ une maˆchoire sur un support cubique, pose´ sur un
marbre et aligne´ contre la face d’une e´querre fixe´e. On a ensuite impose´ la rotation (la
translation e´tant elle difficile a` imposer ou mesurer pre´cise´ment) en alignant le support
de la maˆchoire sur une seconde face de l’e´querre. Nous avons applique´ une seule fois ce
protocole, sur des donne´es Picza. Les erreurs mesure´es sur la rotation se sont re´ve´le´es
pertinentes (de l’ordre de 0.5 degre´s, ce qui est compatible avec les erreurs mesure´es
par d’autres me´thodes comme l’e´talon bronze ou l’e´talon zinc pre´sente´s dans les sections
suivantes). Mais nous avons rapidement abandonne´ cette me´thode qui ne donne aucune
indication sur la qualite´ des translations.
E´talon bronze : comparaison de plusieurs me´thodes de recalage
On parlera d’e´talon bronze lorsque la transformation e´talon est obtenue en examinant
les re´sultats d’algorithmes de recalage tre`s diffe´rents sur les meˆmes images. On est alors
tributaire d’un biais syste´matique sur les images elles-meˆmes : si l’image du mode`le est
de´cale´e par exemple de 2 cm vers le haut, toutes les me´thodes donneront une transfor-
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mation de´cale´e de 2 cm vers le haut, et on ne pourra pas repe´rer de biais syste´matique.
Remarquons que dans notre syste`me, ce n’est en fait pas geˆnant, puisque l’on travaille
directement dans les repe`res des images (image scanner et image per-ope´ratoire) lors de
la navigation.
L’avantage d’une telle approche est double. D’une part, si l’un des algorithmes de
recalage a un biais syste´matique, on pourra le repe´rer (sauf s’ils ont tous le meˆme ce
qui serait malheureux). D’autre part, les algorithmes de recalage e´tant tre`s diffe´rents les
uns des autres, on peut raisonnablement supposer que leurs re´sultats sont statistiquement
inde´pendants.
Recalage Scanner/Scanner Nous avons utilise´ une approche de type e´talon bronze
pour quantifier la pre´cision des recalages scanners/scanners. Nous disposions en effet de
trois scanners diffe´rents pour les patients de la Base de Test (voir 6.1.5).
Pour chaque patient, nous avons recale´ les scanners entre eux en utilisant des algo-
rithmes iconiques (block-matching [Ourselin, 2002; Ourselin et al., 2001], rapport de cor-
re´lation, Information Mutuelle [Roche et al., 2000; Roche, 2001]) et ge´ome´triques (lignes
de creˆte [Pennec et al., 2000], ICP/EM).
Nous avons ensuite estime´ les pre´cisions de chaque me´thode, en appliquant la me´thode
du“Leave One Out”: pour chaque patient, nous avons calcule´ l’e´talon (comme la moyenne
des transformations obtenues) SANS utiliser le re´sultat de la me´thode a` e´valuer (pour
garantir l’inde´pendance statistique), puis avons compare´ l’e´talon et la transformation
obtenue par la me´thode a` e´valuer. Les re´sultats (les chiffres donne´s sont l’e´cart-type de
la rotation et de la TRE sur les 9 patients, les cibles e´tant place´es au sommet de la boˆıte
englobante des maˆchoires dans les images) ont montre´ que l’ICP/EM e´tait le plus pre´cis
(TE rotation 0.08 deg, TRE 0.10 mm) bien qu’il ait fallu ajuster les re´glages pour les cas
tre`s artefacte´s; les autres algorithmes ont tous donne´ des re´sultats comparables (0.13 deg,
0.20 mm).
On a finalement calcule´ un e´talon global pour chaque patient (en faisant la moyenne
des transformations obtenues par toutes les me´thodes), et estime´ que sa pre´cision e´tait
de l’ordre de 0.03 deg et 0.05 mm (en utilisant la formule classique de la covariance de la
moyenne de n mesures inde´pendantes).
Boucles de consistance
Nous allons ici pre´senter la technique des boucles de consistance. Elles ont e´te´ intro-
duites pour pouvoir e´valuer l’incertitude cumule´e (la consistance) de plusieurs recalages.
Elles peuvent eˆtre utilise´es en l’absence totale d’e´talon (auquel cas il est difficile de de´duire
une incertitude pour chaque recalage), ou en pre´sence d’un e´talon de pre´cision connue sur
un des recalages (auquel cas on peut de´duire une pre´cision pour les autres recalages).
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Nous allons ici pre´senter ce dernier cas.
Pour les boucles de consistance, il nous faut disposer de trois images A, B et C que l’on
puisse recaler deux a` deux. La composition des trois transformations obtenues Tboucle =
TA→B ? TB→C ? TC→A doit recaler l’image A sur elle meˆme, et donc eˆtre e´gale a` l’identite´.
L’erreur par rapport a` l’identite´ donne alors une indication de la consistance, i.e. des
erreurs cumule´es des trois recalages. Si les recalages sont statistiquement inde´pendants,
les variances (ou covariances) des erreurs (TE ou TRE) des trois recalages s’additionnent








Cette formule ne permet pas dans le cas ge´ne´ral de de´duire l’erreur pour chaque recalage,
mais donne au moins un majorant et un ordre de grandeur.
Aussi allons nous pre´senter ici une variante, base´e sur l’e´talon bronze obtenu pre´ce´dem-
ment, qui permet ve´ritablement d’e´valuer la pre´cision d’un recalage. L’ide´e est d’utiliser
deux images A1 et A2 de meˆme type (scanner en l’occurrence) et une image de type
e´ventuellement diffe´rent B (nuage de points per-ope´ratoires dans notre cas) :
Nous avons vu ci-dessus comment obtenir un e´talon de pre´cision connue pour les
recalages entre A1 et A2. Une fois cet e´talon connu, on peut mettre en place un banc de test
automatique dont le principe est le suivant : on recale chaque donne´e B sur les diffe´rentes
donne´es Ai. On mesure alors la consistance de la boucle Tboucle = TB→A2 ?TA2→A1 ?T
−1
B→A1 .








On retrouve une fois l’erreur de recalage entre les Ai et deux fois l’erreur de recalage entre
B et Ai. On peut ne´gliger la premie`re (on ne fait alors que sur-estimer l’erreur, comme
lorsqu’on utilise un mauvais e´talon), et conside´rer que les recalages entre B et Ai suivent
la meˆme loi (ils font intervenir des images du meˆme type, avec les meˆmes niveaux de bruits
et la meˆme configuration anatomique, puisqu’il s’agit du meˆme patient) et ont donc la
meˆme variance. On mesure donc au final a` peu pre`s le double de l’erreur de recalage entre






E´talon zinc : comparaison de re´sultats de la meˆme me´thode
Nous abordons maintenant le cas le plus difficile : on ne dispose d’aucune me´thode
alternative pour estimer la bonne transformation, et on en est re´duit a` comparer des
transformations obtenues par la meˆme me´thode de recalage (en faisant e´ventuellement
varier les parame`tres). Le principal proble`me d’une telle approche est qu’elle ne permet
pas de repe´rer des biais syste´matiques dans la me´thode de recalage meˆme (par exemple
si elle travaille avec une mauvaise origine du repe`re qui a pour effet de de´caler tous les
re´sultats).
Le cas que nous pre´sentons ici est celui ou` l’on dispose d’une seule donne´e de type B
(le scanner) et de plusieurs donne´es du meˆme type A1, A2, ..., An prises dans la meˆme
position (les nuages de points per-ope´ratoires dans notre cas). Ces donne´es Ai doivent eˆtre
repre´sentatives de la variabilite´ re´elle des acquisitions et statistiquement inde´pendants. Il
ne faut par exemple pas chercher a` acque´rir les meˆmes points. L’ide´al est que les diffe´rentes
acquisitions soient effectue´es par des personnes diffe´rentes :
On peut bien suˆr appliquer la me´thode des boucles de consistance (la transformation
entre les Ai est parfaitement connue, c’est l’identite´), en composant les transformations
entre Ai et B deux a` deux. On peut aussi prendre directement en compte toutes les
transformations entre Ai et B, car elles doivent eˆtre identiques.
On proce`de alors de la fac¸on suivante : on effectue tous les recalages entre entre Ai
et B. Nous supposerons alors que les transformations TAi→B suivent la meˆme loi (cela
semble re´aliste, dans la mesure ou` les donne´es Ai ont e´te´ acquises de la meˆme fac¸on)
et sont statistiquement inde´pendantes. On peut alors estimer la bonne transformation







La limite de cette me´thode, outre son incapacite´ a` repe´rer les biais syste´matiques (la
transformation moyenne calcule´e est alors fausse), re´side dans le nombre de transforma-
tions ne´cessaires. Il faut en faut au moins une dizaine pour avoir un re´sultat statistique-
ment pertinent. Or il est long et difficile de re´aliser les nombreuses acquisitions ne´cessaires
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(nous n’en n’avons que deux jeux : 40 nuages de 30 a` 60 points sur les dents d’un plaˆtre,
et 10 nuages de 50 points oriente´s sur les dents d’une maˆchoire se`che).
Variante “Jack-Knife” Il existe une variante appele´e “Jack-Knife” [Duda et al., 2001,
Section 9.4] de ces me´thodes lorsqu’on dispose d’un seul nuage de points A : il s’agit de
diviser (de fac¸on e´quitable) ce nuage en n sous nuages Ai, que l’on conside`re comme n
acquisitions diffe´rentes dans la meˆme position. On mesure alors la pre´cision du recalage
σ2(TAi→B) entre les sous-nuages et l’image B. On peut alors conclure en se disant que la
pre´cision du recalage σ2(TA→B) avec le nuage entier sera au moins meilleure (puisqu’il y a
plus de points), probablement de l’ordre de σ2(TAi→B)/n (lorsque la pre´cision du recalage
suit a` peu pre`s la loi des grands nombres, ce qui semble eˆtre en ge´ne´ral le cas).
6.3.3 Conclusion
Nous avons pre´sente´ ici plusieurs me´thodes permettant de faire des mesures de pre´ci-
sion sur des donne´es re´elles en l’absence de mesure e´talon. Ces me´thodes sont base´es sur
l’acquisition de plusieurs images pour une meˆme modalite´, dans des positions identiques
(e´talon zinc) ou diffe´rentes (e´talon bronze). Elles ont en commun de reposer sur une es-
timation de la transformation exacte aux vues des diffe´rents recalages, si bien qu’elles ne
permettent pas de repe´rer un biais syste´matique, et peuvent ainsi sous-estimer l’impre´ci-
sion globale du recalage.
Ces me´thodes soule`vent plusieurs grandes perspectives :
– L’hypothe`se d’inde´pendance entre diffe´rentes me´thodes de recalage : nous avons sup-
pose´, lors du calcul de l’e´talon bronze et de sa pre´cision, que les diffe´rentes me´thodes
e´taient statistiquement inde´pendantes les unes des autres. Ceci est probablement
vrai dans notre cas, car nous utilisons des algorithmes tre`s diffe´rents. Mais il se-
rait inte´ressant de pouvoir quantifier et prendre en compte l’e´ventuelle corre´lation
entre deux me´thodes de recalage, ou deux re´glages diffe´rents des parame`tres pour
une meˆme me´thode. Ceci permettrait probablement de mieux comprendre le fonc-
tionnement des algorithmes et les effets des diffe´rentes variantes et des diffe´rents
parame`tres.
– L’hypothe`se d’inde´pendance entre les diffe´rents recalages effectue´s sur un meˆme
patient : cette hypothe`se n’est bien suˆr pas ve´rifie´e lorsqu’on utilise la meˆme image
ou le meˆme nuage de points dans deux recalages diffe´rents (le meˆme nuage de points
per-ope´ratoires avec l’e´talon bronze, le meˆme scanner avec l’e´talon zinc). Dans notre
cas, ce de´faut peut eˆtre traite´ comme un biais syste´matique, puisque l’un des nuages
est fixe´ une bonne fois pour toute. Mais lorsqu’on va multiplier le nombre d’images
(et en particulier lorsqu’on va avoir plusieurs mode`les et plusieurs sce`nes), il va
falloir re´fle´chir a` la bonne fac¸on de ge´ne´raliser les boucles de consistance : va-t-on
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choisir des boucles qui fassent intervenir des images toutes diffe´rentes pour garantir
leur inde´pendance (mais limiter ainsi le nombre de boucles possibles), ou va-t-on
tenter de quantifier et prendre en compte la corre´lation entre deux boucles faisant
intervenir une image commune?
– La prise en compte de plusieurs patients : nous avons jusqu’ici pre´sente´ des me´thodes
permettant d’e´valuer la pre´cision d’un recalage pour un patient donne´. Lorsque nous
disposions de plusieurs patients, nous avons garde´ la pre´cision moyenne ou le cas
le plus mauvais. Mais il faudrait a` l’avenir une approche un peu plus sophistique´e,
permettant aussi de quantifier les corre´lations entre recalage sur plusieurs patients,
ou de prendre en compte des niveaux de bruits diffe´rents entre deux patients (ce qui
permettrait d’e´tablir une formule empirique liant le niveau de bruit sur les donne´es
et la pre´cision du recalage, a` comparer aux formules the´oriques de la section 5.4).
Les re´ponses a` ces questions permettront probablement de mettre en place un syste`me
base´ sur les boucles de consistance bien plus sophistique´, permettant une estimation des
transformations exactes (et donc des erreurs de recalages) plus suˆre a` partir de plusieurs
me´thodes de recalages (ou de variantes de la meˆme me´thode) et sur plusieurs patients.
6.4 E´valuation de la qualite´ des donne´es et re´glage
des parame`tres
Nous allons maintenant voir comment re´gler les diffe´rents parame`tres de l’algorithme.
Nous le ferons en deux e´tapes :
– nous les re´glerons tout d’abord manuellement. Ceci sera pour nous l’occasion de
re´sumer le roˆle des diffe´rents parame`tres de notre algorithme ICP/EM multi-e´chelle,
et de donner leurs valeurs types.
– nous les optimiserons ensuite a` partir de cette premie`re estimation, de fac¸on com-
ple`tement automatique, de manie`re a` maximiser la robustesse et la pre´cision du
recalage, que l’on peut mesurer graˆce aux bancs de tests pre´sente´s aux sections
pre´ce´dentes.
Pour la premie`re e´tape, nous aurons en particulier besoin d’e´valuer le niveau de bruit sur
les donne´es. Nous en profitons donc ici pour pre´senter les me´thodes permettant d’e´valuer
le bruit sur les donne´es et la transformation initiale.
6.4.1 E´valuation de la qualite´ de l’initialisation
Il nous faut dans un premier temps e´valuer la qualite´ de notre initialisation, i.e. de
notre estime´e initiale de la transformation. Rappelons que celle-ci est calcule´e par un
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recalage de points identifie´s. On peut donc envisager deux fac¸ons d’e´valuer la pre´cision de
ce recalage et donc de la transformation initiale obtenue :
– Expe´rimentalement, en appliquent une strate´gie identique a` celle pre´sente´e dans
la section 6.3.2.0 : on acquiert plusieurs fois les points per-ope´ratoires utilise´s pour
l’initialisation, et on regarde la variabilite´ du re´sultat.
– The´oriquement, en utilisant la formule permettant de pre´voir l’incertitude d’un tel
recalage (voir section 3.9). Il faut pour cela utiliser une estimation de la variance du
bruit de mesure sur l’acquisition de chacun des points.
Les deux me´thodes donnent des re´sultats comparables, une impre´cision de l’ordre de 2mm.
6.4.2 E´valuation du bruit sur les donne´es
Il nous faut maintenant e´valuer le niveau de bruit sur les donne´es (i.e. sur la position
des points et l’orientation des normales), pour savoir comment fixer, dans l’algorithme,
les distances et angles caracte´ristiques. Nous le ferons dans un premier temps de fac¸on
tre`s heuristique. Nous verrons ensuite comment obtenir une valeur plus rigoureuse en
regardant les premiers re´sultats (et en particulier les valeurs des crite`res) de recalage.
Approche heuristique On connaˆıt toujours un ordre de grandeur de l’e´cart-type σ du
bruit sur la position des points :
– Pour les scanners, il est de l’ordre de la taille de voxel (quelques dixie`mes de mm).
– Pour les nuages per-ope´ratoires, il est de l’ordre de la pre´cision de l’outil utilise´
pour prendre les points (pre´cision que l’on connaˆıt par des me´thodes de me´trologie
inde´pendantes de´veloppe´es par AREALL).
On peut alors faire un premier recalage en utilisant un ICP tout simple, tel que pre´sente´
dans la section 3.2 (sans de´cimation, sans utiliser les normales, avec des poids unitaires,
une distance quadratique isotrope, et une distance de coupure e´gale au triple de σ). On
ve´rifiera visuellement que le re´sultat n’est pas comple`tement faux (rappelons que l’ICP
simple est peu robuste). Il est important, pour la suite, de ne pas sous-estimer σ. On peut
repe´rer de tels cas, en regardant le taux d’appariements : s’il paraˆıt trop faible par rapport
au taux de recouvrement de la sce`ne par rapport au mode`le, c’est que σ a e´te´ sous-estime´.
Il faut alors l’augmenter et relancer l’algorithme jusqu’a` avoir un taux d’appariements
satisfaisant.
Utilisation des valeurs des re´sultats des recalages Nous avons de´ja` explique´,






2(T ? si,mj) e´tait, pour un bon recalage, une estimation statistique de
la variance des erreurs. Les diffe´rentes modifications que nous avons depuis apporte´es a`
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l’algorithme vont cependant biaiser cet estimateur. L’annexe A pre´sente les calculs ne´ces-
saires pour obtenir une valeur non biaise´e. Elle peut eˆtre utilise´e pour estimer les niveaux
de bruits pour un type de donne´es.
6.4.3 Re´glage des parame`tres d’e´chelles
Nous allons maintenant de´tailler le roˆle des diffe´rents parame`tres de notre algorithme
ICP/EM multi-e´chelle, et montrer comment les re´gler, pour obtenir un algorithme pre´cis
et robuste. Nous illustrerons a` chaque fois nos propos avec des re´sultats expe´rimentaux
obtenus sur la base de test AREALL, figure 6.1. La pre´cision est mesure´e par la technique
des boucles de consistance avec les scanners, le chiffre donne´ est l’e´cart-type de la TRE
(les cibles e´tant re´parties sur l’ensemble de la maˆchoire). La robustesse est le pourcentage
de convergences pour des translations initiales re´parties sur une grille re´gulie`re de 1 cm
de demi-largeur.
Nous ferons la distinction entre :
– les parame`tres qui indiquent l’e´chelle de base (l’e´cart-type sur la position des points,
sur les orientations) et qui peuvent eˆtre de´duits de la section pre´ce´dente. Attention,
car le roˆle et le re´glage de ces parame`tres pourra changer sensiblement pour des
types de donne´es tre`s diffe´rents (pre´sentant des bruits ou des e´chantillonnages par-
ticuliers).
– les parame`tres invariants par changement d’e´chelle (distance de Mahalanobis maxi-
male, coefficient α de la de´cimation, coefficient d’e´chelle initial et final de l’approche
multi-e´chelle) pour lesquels on exhibera des valeurs utilisables dans la plupart des
applications.
E´cart-type sur la position des points (σ)
Il s’agit du parame`tre le plus important de l’algorithme, car il conditionne la forme
du crite`re (voir section 4.3.1). Comme le montre la section pre´ce´dente, il doit eˆtre e´gal au
niveau de bruit estime´ sur les donne´es, et nous avons de´ja` vu comment le de´terminer. Pour
mieux comprendre son roˆle, nous allons de´tailler ici les conse´quences d’une sous-estimation
ou d’une sur-estimation de sa valeur.
La sous-estimation produit les effets les plus dramatiques. La forme du crite`re de´pend
en effet de l’e´cart-type qui de´finit l’e´chelle de travail. Si l’e´chelle est sous-estime´e, le crite`re
devient irre´gulier, les minima locaux se multiplient. Les conse´quences sont doubles : d’une
part l’algorithme a plus de chance de rester pie´ge´ dans un minimum, et est donc beaucoup
moins robuste. D’autre part, le nombre de minima locaux autour du minimum global
augmente, et la re´pe´tabilite´ (et donc la pre´cision) se de´te´riore.
La sur-estimation est moins grave. Elle ame´liore la robustesse, mais fait chuter la
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Fig. 6.5 – Pre´cision et robustesse sur la base de test AREALL de l’ICP/EM multi-e´chelle
en fonction de l’e´chelle σ, ici de l’ordre de 0.32mm.
pre´cision. En effet, les poids accorde´s aux appariements sont moins se´lectifs (ils favorisent
moins les points les plus proches), et donc moins pertinents.
Points semi-anisotropes σt
Lorsqu’on utilise les points semi-anisotropes gaussiens, il y a deux e´cart-types a` re´gler.
Le premier, l’e´cart-type dans la direction normale, joue exactement le meˆme roˆle que
l’e´cart-type pre´sente´ pre´ce´demment. Le second, l’e´cart-type dans le plan tangent, doit
prendre une valeur au moins e´gale (pour avoir une bonne pre´cision), voire deux ou trois
fois supe´rieure, en prenant en compte le pas d’e´chantillonnage (voir section 5.3.3). La
pre´cision sera le´ge`rement de´te´riore´e, mais la robustesse conside´rablement ame´liore´e.
Fig. 6.6 – Pre´cision et robustesse sur la base de test AREALL de l’ICP/EM multi-e´chelle
avec utilisation des points anisotropes gaussiens en fonction de l’e´cart-type dans le plan
tangent σt.
E´cart-type sur l’orientation des normales σn
L’e´cart-type sur l’orientation des normales joue un roˆle moins important. Les normales
ont en effet une influence faible sur le calcul de la transformation. En revanche, elles jouent
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un roˆle dans le calcul des poids des diffe´rents appariements, favorisant les points dont les
normales se correspondent, dans le but de rejeter plus de points aberrants et eˆtre un peu
plus robuste et pre´cis.
Aussi, sous-e´valuer l’e´cart-type multipliera le nombre de points rejete´s, ce qui peut
eˆtre de´sastreux surtout pour la pre´cision de l’algorithme.
Le sur-e´valuer atte´nuera le rejet des points aberrants, et donc les gains en pre´cision
(et dans une moindre mesure en robustesse).
Fig. 6.7 – Pre´cision et robustesse sur la base de test AREALL de l’ICP/EM multi-e´chelle
avec utilisation des normales en fonction de l’e´cart-type σn sur l’orientation des normales,
ici de l’ordre de 0.38 rad.
6.4.4 Re´glage des parame`tres sans e´chelle
Nous continuons ici l’analyse des diffe´rents parame`tres, en nous inte´ressant maintenant
aux parame`tres sans e´chelle (i.e. sans unite´s). Il semble que l’influence de ces parame`tres
de´pende peu du type de donne´es utilise´es, de`s lors que les parame`tres d’e´chelles sont
correctement re´gle´s. Nous exhiberons donc pour chacun une plage de valeurs utilisables
dans la plupart des applications.
Rejet des points aberrants µ2max
Le parame`tre qui controˆle le rejet des points aberrants est la distance de Mahalanobis
maximale µ2max. Nous avons de´ja` explique´ a` la section 3.6.2.0 comment la re´gler, aux
alentours de 32.
On peut pre´ciser ici les effets d’un mauvais re´glage, qui sont contradictoires. En effet,
sous-e´valuer µ2max aura peu d’influence sur l’incertitude (on prend en compte que les
appariements les plus proches et donc les plus pertinents, mais le nombre d’appariements
diminue), re´duira le temps de calcul (puisque la distance de recherche diminue) mais
de´te´riorera la robustesse (lorsque la transformation initiale est assez e´loigne´, le nombre
d’appariements trouve´s sera trop faible pour que l’on se rapproche de la bonne solution).
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Bien e´videment, pour une valeur tre`s faible (infe´rieure a` 1), le nombre d’appariements
chute dramatiquement, et l’algorithme se comporte tre`s mal.
Lorsqu’on sur-estimera la distance de recherche, le nombre de points aberrants pris
en compte va se multiplier. Jusqu’a` une valeur de 42, les performances se de´te´riorent
le´ge`rement. Au-dela` de cette valeur, l’algorithme devient tre`s vite inutilisable.
Fig. 6.8 – Pre´cision et robustesse sur la base de test AREALL de l’ICP/EM multi-e´chelle
en fonction de la racine carre´ de la distance de Mahalanobis maximale µ2max.
De´cimation
La de´cimation est controˆle´e par le parame`tre α qui donne le rayon des sphe`res en
fonction de l´e´chelle. Comme explique´ dans la section 4.4.3, ce parame`tre doit eˆtre fixe´
entre 1 et 2.
Le sous-estimer a pour principal effet d’augmenter fortement le temps de calcul. De
plus, sur des donne´es e´chantillonne´es de fac¸on irre´gulie`res, la de´cimation permet de re´-
homoge´ne´iser l’e´chantillonnage, et donc de limiter les de´se´quilibres entre diffe´rentes zones
de la surface qui entraˆıne parfois une de´te´rioration de la robustesse et de l’incertitude. Un
coefficient α trop faible ne permettra pas de profiter de ses effets.
Une sur-estimation de α (au-dela` de 3) aura des effets plus graves : elle fera chuter
le nombre de points de fac¸on trop importantes, et la pre´cision comme la robustesse se
de´te´rioreront rapidement.
Multi-e´chelle
L’approche multi-e´chelle est controˆle´e par deux parame`tres : le facteur d’e´chelle initial
(le facteur final est toujours e´gal a` 1), et la vitesse de diminution de l’e´chelle. Elle n’a
absolument aucune influence sur la pre´cision (qui ne de´pend que de l’e´chelle finale), mais
a la plus grosse influence sur la robustesse.
Le choix du facteur d’e´chelle initial de´pend de la robustesse souhaite´e, i.e. de la qualite´
de la transformation initiale disponible. Nous n’avons he´las pas re´ussi a` e´tablir de lien
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Fig. 6.9 – Pre´cision et robustesse sur la base de test AREALL de l’ICP/EM multi-e´chelle
en fonction du facteur de de´cimation α.
quantitatif entre les deux. Bien e´videment la robustesse va en augmentant avec l’e´chelle
de de´part. Il est cependant inutile d’utiliser une e´chelle trop grande qui augmente le
nombre d’ite´rations et donc le temps de calcul. De plus, sur certains cas, nous avons
constate´ expe´rimentalement qu’une e´chelle initiale trop grande a pour effet d’amener le
recalage sur une transformation trop e´loigne´e de la bonne qui me`ne ensuite vers un mauvais
minimum local lorsqu’on diminue l’e´chelle. On utilise donc en ge´ne´ral un facteur d’e´chelle
initial de l’ordre de 82.
En ce qui concerne la vitesse de diminution de l’e´chelle, nous multiplions en ge´ne´ral
l’e´chelle σ2 par 0.95 apre`s chaque ite´ration. Une valeur plus faible entraˆınerait une di-
minution trop rapide de l’e´chelle, et l’approche multi-e´chelle perdrait sont inte´reˆt. Une
valeur plus forte entraˆıne une diminution trop lente du facteur d’e´chelle, qui n’apporte
gue`re de gain en robustesse, mais augmente fortement le nombre d’ite´rations ne´cessaires
pour atteindre l’e´chelle finale, et donc le temps de calcul.
Fig. 6.10 – Robustesse sur la base de test AREALL de l’ICP/EM multi-e´chelle en fonction
du coefficient d’e´chelle initial (a` gauche) et du coefficient de recuit simule´ (a` droite)
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6.4.5 Optimisation des parame`tres
Maintenant que nous connaissons le roˆle de chaque parame`tre, nous pouvons, pour
chaque type de recalage, faire un premier re´glage encore grossier mais de´ja` efficace. Nous
allons ici montrer comment, a` partir de ce premier re´glage, effectuer une optimisation
automatique des parame`tres pour obtenir les re´sultats les plus pre´cis ou les plus robustes.
Nous allons pour cela optimiser l’un des indicateurs expe´rimentaux mesure´s par nos
bancs de test automatise´s :
– Pre´cision : nous utiliserons les me´thodes d’e´valuation base´es sur les boucles de consis-
tance avec pour indicateur, l’e´cart-type de la TRE.
– Robustesse : nous utiliserons la me´thode base´e sur les cartes de convergences, avec
pour indicateur le taux d’expe´riences ayant converge´.
Nous ferons a` chaque fois tourner notre banc sur la base de test. Notre mesure finale
correspond a` l’expe´rience ayant le moins bien fonctionne´. On pourra ainsi garantir une
pre´cision ou une robustesse minimum.
Pour re´aliser l’optimisation de l’indicateur, on alterne l’optimisation suivant chaque
parame`tre 19 : pour chacun, on essaye plusieurs valeurs de parame`tres diffe´rentes, re´parties
dans la zone ou` ce parame`tre peut donner de bons re´sultats, et on garde la meilleure valeur.
6.5 Conclusion
Nous avons dans ce chapitre explique´ comment utiliser l’algorithme mis au point dans
les chapitres pre´ce´dents (i.e. l’ICP/EM multi-e´chelle avec utilisation de la distance entre
normales et des points semi-anisotropes), en nous focalisant sur les deux e´le´ments qui font
sa qualite´ : la robustesse et la pre´cision, notions que nous avons explique´es en de´tail.
Nous avons montre´ comment estimer le bruit sur les donne´es, puis avons de´taille´ le
roˆle des diffe´rents parame`tres, et les valeurs a` leur donner pour un fonctionnement correct
de l’algorithme.
Nous avons surtout montre´ comment e´valuer expe´rimentalement la robustesse et la
pre´cision des algorithmes de recalage rigide. Les particularite´s des techniques pre´sente´es
sont les suivantes :
– Elles sont entie`rement automatise´es, ce qui a permis de leur adjoindre une sur-couche
permettant le re´glage automatique des parame`tres pour un fonctionnement optimal
de l’algorithme.
19. Il s’agit donc d’un algorithme de minimisation alterne´e, a` l’image de l’ICP. Il posse`de le meˆme
de´faut, celui de pouvoir rester coince´ dans un minimum local. On le fait donc en ge´ne´ral tourner a` partir
de plusieurs estime´es initiales des parame`tres tre`s diffe´rentes, pour explorer les diffe´rents minima locaux,
et on ne garde que le meilleur re´sultat.
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– Elles donnent des chiffres clairs : pour la convergence, le taux d’e´chec en fonction
de la qualite´ de la transformation initiale, et pour la pre´cision, l’e´cart-type ou la
valeur maximale des erreurs en orientation et en positionnement au niveau d’une
ou plusieurs cibles choisies par l’utilisateur (typiquement autour du site ou` l’on va
ope´rer).
– Elles ne ne´cessitent pas de connaˆıtre une mesure e´talon. Pour la robustesse, il suffit
d’effectuer un premier recalage grossier pour chaque patient. Pour la pre´cision, il faut
disposer pour chaque patient d’au moins deux images de l’une des modalite´s (dans
des positions e´ventuellement diffe´rentes si on peut les recaler entre elles, comme
dans le cas du scanner) pour pouvoir construire des “boucles de recalages” dont on
mesure la consistance.
– Elles peuvent prendre en compte (de manie`re encore simpliste) plusieurs patients
diffe´rents.
Nous avons enfin aborde´ le dernier e´le´ment ne´cessaire au bon fonctionnement du syste`me
VirtualScope, a` savoir la mise en place de syste`mes de se´curite´ permettant de ve´rifier dans
un contexte clinique que les recalages ont correctement fonctionne´.
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Avec la premie`re partie de ce manuscrit, il semble bien qu’on ait re´pondu a` la pro-
ble´matique du recalage dans le cadre de VirtualScope. Nous lui avons donne´ une base
the´orique statistique et l’avons inse´re´e dans un sche´ma multi-e´chelle au chapitre 4. Nous
avons teste´, optimise´, se´curise´ et valide´ ce sche´ma dans le cadre de l’application Virtual-
Scope au chapitre 6. Il reste bien suˆr beaucoup de perspectives (ne serait-ce que travailler
sur d’autres applications et types de donne´es) et de de´tails a` re´soudre, mais une question
centrale reste latente dans tous ces de´veloppements :
Comment mode´liser, par le biais des points oriente´s, des e´le´ments de surfaces
e´chantillonne´es ale´atoires?
Nous utilisons des points oriente´s dans le recalage, notamment avec la distance entre
deux points oriente´s (dans la section 5.2) qui permet d’ame´liorer l’e´limination des points
aberrants. Mais on conside`re alors que la re´partition des points et des normales sont
inde´pendantes ce qui est certes vrai pour les amers ge´ome´triques, mais manifestement
faux pour les surfaces e´chantillonne´es. Il y a bien suˆr un bruit de mesure sur le mode`le
comme sur la sce`ne, que l’on peut souvent supposer comme non-corre´le´. Mais derrie`re ce
bruit se cache un second phe´nome`ne ale´atoire qui est duˆ a` l’e´chantillonnage et impose une
corre´lation entre la position des points et des normales : le point de la sce`ne est une mesure
d’un point oriente´ de la surface au voisinage du point du mode`le et non au meˆme endroit.
Il faudrait alors prendre en compte deux choses : la fac¸on dont a e´te´ e´chantillonne´e la
surface et la forme de la surface.
Nous avons justement, dans la section 5.3, de´veloppe´ un mode`le d’appariement semi-
anisotrope, qui tient compte de la normale au point du mode`le et en tire un mode`le
de bruit gaussien non-isotrope (vaguement) justifie´ par une approximation plane de la
surface et gaussienne de l’e´chantillonnage. Ce mode`le ne tient en revanche pas compte de
la normale au point de la sce`ne. Les ame´liorations qu’il apporte a` la pre´diction (section
5.4) sont insuffisantes mais significatives et encourageantes.
Il nous faut donc dans un premier temps disposer de vrais outils statistiques pour
manipuler les points oriente´s ale´atoires et, avant cela, les normales ale´atoires. Nous pre´-
senterons, pour ces derniers, l’approche the´orique, justifierons des approches un peu plus
pratiques, et pre´senterons un premier exemple d’application au chapitre qui suit.
Enfin, il nous reste a` proposer dans le chapitre 8 un vrai mode`le probabiliste, qui
pre´dise ou` peut se trouver un point de la sce`ne connaissant un point du mode`le, en
prenant correctement en compte les trois phe´nome`nes (a` peu pre`s) inde´pendants que l’on
a mis en e´vidence :
– Celui lie´ a` la forme de la surface qui indique ou` peut se trouver un point de la sce`ne
situe´ a` telle distance du point du mode`le. Il doit au moins prendre en compte une
e´chelle, qui correspond a` la vitesse de variation de la normale (i.e. la courbure), mais
aussi a` la vitesse a` laquelle les points peuvent se disperser autour du plan tangent.
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– Celui lie´ a` l’e´chantillonnage qui indique a` quelles distances le point de la sce`ne
peut se trouver du point du mode`le. Le mode`le sera en ge´ne´ral relativement simple,
faisant intervenir un seul parame`tre d’e´chelle, la densite´ de l’e´chantillonnage. Mais
les positions relatives des points sur une meˆme surface vont parfois pre´senter des
distances privile´gie´es en fonction de la re´gularite´ et du pas de l’e´chantillonnage.
– Celui enfin lie´ a` la mesure du point qui vient s’ajouter au produit des deux premiers.
On le mode´lisera avec un simple bruit gaussien parame´tre´ par la seule e´chelle du
bruit.
Nous verrons alors comment utiliser ces diffe´rents mode`les de bruit dans le recalage, et






7.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
7.2 Statistiques exactes sur les normales ale´atoires . . . . . . 159
7.2.1 Normales et transformations rigides . . . . . . . . . . . . . 160
7.2.2 Espace tangent et carte locale . . . . . . . . . . . . . . . . 161
7.2.3 Ge´ode´siques et distance intrinse`que . . . . . . . . . . . . . 162
7.2.4 Carte exponentielle et lieu de coupure . . . . . . . . . . . . 162
7.2.5 Forme volume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
7.2.6 Normale ale´atoire, densite´ et espe´rance d’un observable . . 164
7.2.7 Espe´rance et covariance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
7.2.8 Lois gaussiennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
7.2.9 Distance de Mahalanobis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
7.3 Statistiques approche´es sur les normales ale´atoires . . . . 169
7.3.1 Principe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170
7.3.2 Utilisation de la distance vectorielle . . . . . . . . . . . . . 173
7.3.3 Tenseur d’une normale ale´atoire . . . . . . . . . . . . . . . 174
7.3.4 Utilisation de la distance tensorielle . . . . . . . . . . . . . 184
7.3.5 Comparaison des statistiques exactes et approche´es . . . . 187
7.3.6 Statistiques approche´es sur les rotations ale´atoires . . . . . 190
7.4 Calcul des normales pour un nuage de points non structure´191
7.4.1 Vote d’un point en un autre point . . . . . . . . . . . . . . 192
7.4.2 Inte´gration des votes en un point . . . . . . . . . . . . . . 193
7.4.3 Extraction de la normale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193
7.4.4 Pertinence de la normale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
7.4.5 Imple´mentation pratique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
7.4.6 Comparaison avec la technique de Me´dioni . . . . . . . . . 195
7.4.7 Comparaison avec d’autres techniques . . . . . . . . . . . . 196
157
Chapitre 7. Normales ale´atoires
7.4.8 Re´sultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196




L’espace des normales (i.e. l’espace des directions) ne forme pas un espace vectoriel,
mais une varie´te´ diffe´rentielle analogue a` une sphe`re en 3D (ou une hypersphe`re en di-
mension quelconque). Le calcul des probabilite´s et des statistiques usuel ne peut donc
s’appliquer simplement dans un tel espace.
Les travaux de Pennec [Pennec, 1996] ont permis de de´gager un cadre rigoureux per-
mettant de ge´ne´raliser les notions usuelles de probabilite´s et statistiques sur une telle
varie´te´ diffe´rentielle. Ils montrent en particulier qu’il existe une ge´ne´ralisation cohe´rente
du calcul des probabilite´s et statistiques dans les varie´te´s diffe´rentielles globalement inva-
riantes par un groupe de transformation (rigide, affine, ...). Nous pre´sentons dans l’annexe
C un re´sume´ plus intuitif que rigoureux de ces travaux, et de´taillons le cas des normales
oriente´es et non-oriente´es dans la section 7.2.
Nous verrons alors que la moyenne et la covariance ainsi de´finies pour les normales sont
difficiles a` calculer et manipuler (le calcul de la moyenne est ite´ratif, la repre´sentation de la
covariance varie suivant cette moyenne). Nous reviendrons alors sur deux techniques cou-
ramment utilise´es pour calculer la normale “moyenne”: la somme normalise´e (dans le cas
oriente´), et la technique du tenseur syme´trique (dans le cas non-oriente´). Nous justifierons
ces techniques comme des approximations au deuxie`me ordre, et verrons en particulier
que la technique du tenseur permet de calculer et manipuler a` la fois la moyenne et la
covariance de fac¸on extreˆmement pratique. Ensuite, nous comparerons expe´rimentalement
ces techniques en faisant le paralle`le avec un article pre´sentant des travaux analogues sur
les rotations.
Enfin, nous verrons une premie`re application du tenseur syme´trique qui permettra
d’introduire le vote de tenseur sur lequel nous reviendrons plus longuement dans le chapitre
suivant. Il s’agit de l’estimation des normales pour un nuage de points non structure´s et
non oriente´s provenant d’une varie´te´ quelconque (une courbe en 2D, une courbe ou une
surface en 3D). Cette technique est tre`s fortement inspire´e des travaux de Me´dioni sur la
reconstruction de courbes et surfaces par vote de tenseurs [Me´dioni et al., 2000]. En fait,
c’est en essayant de mode´liser son approche efficace mais tre`s heuristique que nous avons
de´veloppe´ les notions de ce chapitre. Et la technique d’interpolation des normales que l’on
justifie ici the´oriquement est, a` quelques corrections pre`s, identique a` la sienne.
7.2 Statistiques exactes sur les normales ale´atoires
L’ensemble des normales oriente´es SD−1 ou non-oriente´es PD−1 (analogues respective-
ment a` une sphe`re et un he´misphe`re) sont tous deux des sous-varie´te´s C∞ de dimension
D = D − 1 de l’espace euclidien de dimension D. Nous allons ici redonner les re´sultats
de l’annexe C pour ces ensembles. Nous nous limiterons en ge´ne´ral au cas 3D, le cas 2D
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e´tant assez e´vident, et les dimensions supe´rieures sans inte´reˆt imme´diat pour nous.
7.2.1 Normales et transformations rigides
Il nous faut dans un premier temps examiner les proprie´te´s de l’ensemble des normales
par rapport au groupe des transformations rigides, i.e. de´finir une normale origine, le
sous-groupe d’isotropie et les fonctions de placement.
Rappelons tout d’abord l’effet d’une transformation rigide sur une normale :
(R,t) ? n = R.n
Aucune normale n’ayant de proprie´te´ particulie`re, l’origine de l’espace des normales
peut eˆtre fixe´ de manie`re arbitraire. Nous utiliserons o = (1,0,0) par la suite.
Le sous-groupe d’isotropie est constitue´ de l’ensemble des transformations rigides qui
laissent cette normale origine inchange´e. La translation n’ayant aucune importance, reste
a` savoir quelles rotations laissent une normale inchange´e. Il s’agit bien suˆr des rotations
ayant pour axe cette normale, et un angle quelconque, qui seront donc note´es Ro,θ. En
re´sume´, le sous-groupe d’isotropie est :
H = {(Ro,θ,t); t,θ quelconque}
dans le cas non-oriente´, il faudra de plus rajouter la composition de ces rotations par les
syme´tries (i.e. les rotations d’angle 180 deg) d’axe perpendiculaire a` o.
Reste a` trouver une fonction de placement simple permettant d’atteindre la normale
n a` partir de la normale origine o. Nous prendrons une translation nulle, et la rotation
autour d’un axe perpendiculaire a` ces deux normales est un choix simple, car cet axe est
obtenu par produit vectoriel : a = o∧n‖o∧n‖ , et l’angle de la rotation est alors l’angle entre les
deux normales (ô,n). Finalement, la fonction de placement canonique est :
fn = R( o∧n‖o∧n‖ ,(ô,n))
Notons que dans le cas ou` la normale n est e´gale a` o ou a` son oppose´e, le vecteur o∧n
est nul, et la formule ci-dessus ne peut eˆtre applique´e. Lorsque n = o, l’identite´ est la
fonction de placement la plus simple. Lorsque n = −o, n’importe quelle rotation d’angle
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Fig. 7.1 – Plan tangent et carte locale pour les normales
180 degre´s et d’axe perpendiculaire a` o peut convenir :
fo = Id
f−o = R(a,pi rad) avec a ⊥ o
7.2.2 Espace tangent et carte locale
Nous allons maintenant de´finir les e´le´ments de base de la ge´ome´trie diffe´rentielle des
normales, i.e. identifier les espaces tangents et proposer des cartes locales.
L’espace des normales est identifie´ a` la sphe`re (demi-sphe`re dans le cas non-oriente´)
unite´. L’espace tangent en une normale n est, comme le sugge`re l’intuition, le plan tangent
a` la sphe`re, d’e´quation (x|n) = 1 (voir fig. 7.1). Nous identifierons, pour simplifier, ce plan
au plan d’e´quation (x|n) = 0 (i.e. le plan paralle`le mais passant par l’origine de l’espace
vectoriel ambiant).
Essayons maintenant de de´finir une carte locale centre´e autour d’une normale o, dans
le plan tangent en o. Soit donc une normale n. Il est naturel de repre´senter cette normale,
dans la carte locale, par un vecteur coline´aire, et de meˆme sens que le projete´ orthogonal
Πo⊥(n) = n− o(n|o) de n sur le plan tangent (Πo⊥ est la projection orthogonale d’axe o).
Ce vecteur sera donc de la forme : −→on = λ.Πo⊥(n) = λ.(n− o(n|o)) (voir fig. 7.1).
Plusieurs possibilite´s sont offertes pour la longueur de ce vecteur :
1. La distance angulaire : ‖−→on‖ = (ô,n).
2. La distance vectorielle, de´finie a` partir de la distance quadratique de RD : ‖−→on‖ =
‖o− n‖ = 2 sin( (ô,n)
2
).
3. La distance tensorielle, de´finie par λ = 1, soit −→on = Πo⊥(n) = (n − o(n|o)) et
‖−→on‖ = sin(ô,n).
Nous utiliserons dans un premier temps la distance angulaire, qui est la distance intrin-
se`que comme le montre la section suivante. Nous reviendrons sur les deux autres distances
dans la partie traitant des statistiques approche´es (section 7.3).
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7.2.3 Ge´ode´siques et distance intrinse`que
Nous allons maintenant de´finir une me´trique Riemanienne sur l’ensemble des normales
et trouver les ge´ode´siques et la distance intrinse`que associe´e. Pour de´finir une me´trique
sur l’ensemble des normales, il faut de´finir une me´trique sur chaque espace tangent. Nous
souhaitons bien suˆr utiliser une me´trique invariante par transformation rigide. Il est alors
naturel d’utiliser la restriction de la me´trique euclidienne usuelle de l’espace 3D a` la sphe`re
des normales.
Les ge´ode´siques (i.e. les chemins les plus courts entre deux points) sont alors les grands
cercles de la sphe`re. Une ge´ode´sique minimisante est donc un arc d’un de ces cercles
unitaires. Sa longueur est proportionnelle a` l’angulation entre les deux extre´mite´s. La
distance intrinse`que entre normales est donc bien l’angulation :
d(n1,n2) = (n̂1,n2) (7.1)
7.2.4 Carte exponentielle et lieu de coupure
Nous avons pre´sente´ trois cartes locales pour l’ensemble des normales. La premie`re
(avec la distance intrinse`que ‖−→on‖ = (ô,n)) est la carte exponentielle (voir la de´finition
dans l’annexe C.1.4). Nous avons aussi explique´ a` cette occasion comment calculer −→on a`
partir de o et n, i.e. comment calculer le logarithme :
−→on = logo(n) = (ô,n)
n− o(n|o)
‖n− o(n|o)‖ (7.2)
Pour exprimer l’exponentielle, i.e. calculer n a` partir de o et −→on, il faut faire tourner
la normale o d’un angle de ‖−→on‖ = (ô,n), dans la direction indique´e par −→on. Pour cela, il
suffit d’appliquer a` o la rotation d’axe o ∧ −→on et d’angle ‖−→on‖. E´tant donne´ que o est de
norme unitaire et que o et −→on sont par construction perpendiculaires, le produit vectoriel
o ∧ −→on a effectivement pour norme ‖−→on‖. Finalement, il suffit d’appliquer a` o la rotation
de vecteur o ∧ −→on :
n = expo(
−→on) = Ro∧−→on(o) (7.3)
Le lieu de coupure 20 de cette carte exponentielle correspond a` un quart (pour les nor-
males non-oriente´es) ou un demi-tour (dans le cas oriente´) sur la sphe`re, i.e. a` ‖−→on‖ = pi/2
(l’ensemble des normales perpendiculaires a` o) pour les normales non-oriente´ et ‖−→on‖ = pi
(la normale −o) pour le cas oriente´.
Rappelons maintenant la principale proprie´te´ de la carte exponentielle. La norme (i.e.
20. Le lieu de coupure est le contour du domaine ou` les ge´ode´siques sont minimisantes, i.e. ou` la carte
est bijective.
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la distance au centre de la carte) est e´gale a` la distance intrinse`que :
‖−→on‖ = d(o,n) = (ô,n)
7.2.5 Forme volume
Il nous reste enfin a` savoir comment de´finir la forme volume qui est ne´cessaire pour
inte´grer des fonctions de´finies sur l’ensemble des normales.
Il faut pour cela calculer le de´terminant du tenseur me´trique. On utilisera la base
canonique de R3, note´e {i,j,k}. Le plan tangent en l’origine o = (1,0,0) est donc le plan
(j,k). La carte principale est donc de´finie de la manie`re suivante :
exp :
{−→n = (x1,x2)/x21 + x22 < pi2} → P2−→n = (θ cosα,θ sinα) 7→ exp(−→n ) = (cos θ, sin θ cosα, sin θ sinα)
Pour alle´ger les notations, on utilisera plutoˆt la carte e´quivalente (en coordonne´es
polaires) :
n :
−→n = (θ,α)/θ ∈ [0,pi/2[,α ∈]− pi,pi] → P2−→n = (θ,α) 7→ (cos θ, sin θ cosα, sin θ sinα)
Tout ceci est illustre´ sur la figure suivante :
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et donc √∣∣[Gn(θ,α)••]∣∣ = sin θ (7.4)
On peut alors inte´grer sans proble`me les fonctions donne´es sous la forme f(θ,α) en





7.2.6 Normale ale´atoire, densite´ et espe´rance d’un observable
On peut toujours de´finir une normale ale´atoire au travers de sa mesure de probabilite´
Prn(A) = Pr(n ∈ A) qui indique la probabilite´ que n se trouve dans le sous-ensemble A
de l’ensemble des normales. Mais cette approche est peu pratique, et on pre´fe´rera utiliser





et on peut alors facilement calculer l’espe´rance d’une observable, i.e. une fonction ϕ de
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On peut aussi faire les calculs dans la carte exponentielle (voir eq. C.16 et 7.4) :









Exemple : normale ale´atoire uniforme en 3D La demi-sphe`re des normales non-
oriente´es est de volume (en l’occurrence surface) fini. On peut donc de´finir une normale
ale´atoire uniforme sur la totalite´ de l’espace des normales.
Sa densite´ de probabilite´ sera de la forme pn(n) = k. Nous travaillerons dans la carte
habituelle (la carte exponentielle en coordonne´es polaires), ou` cette densite´ prend la forme
pn(θ,α) = k. sin θ, on peut alors calculer la constante de normalisation :









sin θ dθ = k.2pi = 1
Finalement : k = 1/(2pi).
On peut aussi calculer sa variance totale (que nous de´finirons dans la section suivante)


















θ2 sin θ dθ
= [−x2 cosx+ 2x. sin x+ 2 cosx]pi/20 = pi − 2 (7.5)
une normale uniforme a donc un e´cart-type total (non-infini !) de
√
pi − 2 = 61.2 deg.
Algorithme : tirage d’une normale ale´atoire uniforme en nD Pour obtenir une
normale ale´atoire uniforme, la me´thode la plus simple consiste a` effectuer un tirage de
vecteur uniforme a` l’inte´rieur d’un volume a` syme´trie sphe´rique (comme une boule), et
normaliser ensuite ce vecteur. Les directions e´tant re´parties uniforme´ment dans le volume,
les normales ainsi obtenues le seront aussi.
Reste donc a` tirer un vecteur ale´atoire dans ce volume. Pour cela, il suffit de tirer un
vecteur ale´atoire dans n’importe quel ensemble contenant ce volume, et rejeter les vecteurs
situe´s a` l’exte´rieur.
L’ensemble ou` il sera le plus simple de tirer un vecteur ale´atoire est le cube, car on
peut tirer les coordonne´es facilement (il s’agit d’un tirage uniforme) et inde´pendamment
les unes des autres. Le volume a` syme´trie sphe´rique le plus simple sera la boule inscrite
dans ce cube auquel on aura retire´ une petite boule concentrique (pour e´viter les divisions
par une norme trop faible lors de la normalisation).
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L’algorithme est donc le suivant :
Faire
. tirer un vecteur ale´atoire uniforme : x = (UniformRnd([−1,1]),UniformRnd([−1,1]),...)





Jusqu’a` (r2 > 0.01) et (r2 < 1)
Normaliser n = x/r
7.2.7 Espe´rance et covariance
On peut maintenant calculer la variance totale d’une normale ale´atoire par rapport a`





On de´finit alors l’espe´rance de Fre´chet (resp. Karcher) de n comme l’ensemble des minima
globaux (resp. locaux) de la variance totale. On peut alors calculer l’espe´rance de Karcher
m d’une normale ale´atoire n par descente de gradient :
Algorithme : Calcul de l’espe´rance de Karcher par descente de gradient
– Initialisation : m0
– A l’ite´ration I : on calcule l’espe´rance de
−−→
mIn dans la carte exponentielle centre´e en






– Jusqu’a` convergence : d(mI ,mI+1) < ε
Rappelons que l’espe´rance de Karcher inclut l’espe´rance de Fre´chet, e´quivalent de la
moyenne dans le cas vectoriel, et que les deux sont restreintes a` une seule normale lorsque
la normale ale´atoire est suffisamment concentre´e. On pourra dans ce cas utiliser l’al-
gorithme pre´ce´dent pour la calculer. En ce qui concerne l’initialisation, on pourra par
exemple utiliser l’approximation au sens vectoriel de l’espe´rance (voir 7.3.2.1).
Enfin, on pourra de´finir la covariance d’une normale ale´atoire par rapport a` une nor-
male connue en utilisant la carte exponentielle :
Σnn(m) = En
[−→mn.−→mnt]
et en particulier de´finir la covariance par rapport a` l’espe´rance :
Σnn = Σnn(n)
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7.2.8 Lois gaussiennes
Nous de´finissons ici les lois gaussiennes sur les normales. La loi gaussienne d’espe´rance










ou` k (constante de normalisation) est solution de :
k = En [1]







Il n’existe pas de solution explicite, et il n’y a en particulier plus e´galite´ entre la matrice
de dispersion et la covariance, comme dans un espace vectoriel. Mais les formules du cas
vectoriel constituent de bonnes approximations pour des normales faiblement disperse´es :
Σnn faible ⇒ ∆nn ' Σnn
k ' (2pi)(D2 ).√Σnn
(7.7)
Notons aussi qu’une dispersion infinie (i.e. d’inverse nulle) permettra de repre´senter
une loi uniforme.
On peut se demander alors ce qu’il se passe lorsque l’on ajoute une erreur gaussienne
centre´e a` une normale ale´atoire qui suit de´ja` une loi gaussienne. Il semble que le re´sultat
soit une loi gaussienne dont la matrice de dispersion est la somme des deux matrices de
dispersions, mais cela reste a` de´montrer.
Pour bien distinguer variances et dispersions, rappelons que nous utilisons le vocabu-
laire suivant dans ce manuscrit :






– Variance totale : La trace de la covariance, i.e. l’espe´rance de la distance carre´ :
Tr(Σnn) = E [d(n,n)
2]
– Variance : La variance par direction, qui correspond au parame`tre σ2n pour une co-
variance isotrope : Σnn = σ
2
n.Id. La variance totale est alors donne´e par Tr(Σnn) =
D.σ2n
– E´cart-type : La racine carre´e de la variance σn =
√
σ2n
– Matrice de dispersion : La matrice ∆nn qui apparaˆıt dans une loi gaussienne.
– Dispersion totale : La trace de la matrice de dispersion Tr(∆nn).
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– Dispersion : La dispersion par direction, qui correspond au parame`tre δ2n pour une
matrice de dispersion isotrope : ∆nn = δ
2
n.Id. La dispersion totale est alors donne´e
par Tr(∆nn) = D.δ2n
– Dispersion-type : La racine carre´e de la dispersion δn =
√
δ2n
Lien entre variance et dispersion pour les normales 3D gaussiennes isotropes
Nous allons ici illustrer le lien entre covariance et matrice de dispersion pour des normales
qui suivent une loi gaussienne isotrope. Il s’agit des lois pour lesquelles la matrice de
dispersion est proportionnelle a` l’identite´ : ∆nn = δ
2










Nous pouvons calculer la variance totale par la formule suivante (au de´nominateur :


























Nous ne donnons pas ici les formules explicites (obtenues avec un logiciel de calcul sym-
bolique), trop complexes, mais avons trace´ la variance totale Tr(Σnn) en fonction de la
dispersion δ2n :
On constate alors que Tr(Σnn) et Tr(∆nn) = 2δ
2
n sont bien e´quivalents au voisinage
de 0, comme le pre´voyait l’eq. 7.7. En revanche, la variance totale tend vers une valeur
finie lorsque la dispersion tend vers l’infini, i.e. lorsque la loi de probabilite´ tend vers
une distribution uniforme. On ve´rifie que la limite est pi − 2, la variance totale d’une
distribution uniforme, que nous avions de´ja` calcule´e (eq. 7.5).
Algorithme : Tirage d’une normale 3D gaussienne isotrope D’apre`s ce qui pre´-
ce`de, il faut, pour tirer une normale 3D gaussienne centre´e autour de o et de dispersion ∆,
tirer le vecteur −→on de l’espace tangent suivant une loi gaussienne de covariance ∆ (voir eq.
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7.6) et calculer n = expo(
−→on) = Ro∧−→on(o). Dans le cas d’une loi isotrope avec ∆ = δ2.Id,
on peut encore simplifier les choses. En effet, dans ce cas v = o ∧ −→on suit aussi une loi
gaussienne isotrope de variance δ2 dans l’espace tangent. On peut donc tirer directement
v, sans passer par −→on. Pour cela, on tire un vecteur ale´atoire dans l’espace 3D, et on
le projette dans le plan tangent pour e´liminer la composante perpendiculaire a` celui-ci.
L’algorithme est donc le suivant :
Algorithme Tirage d’une normale ale´atoire gaussienne isotrope
– Tirer un vecteur ale´atoire a suivant une gaussienne centre´e isotrope d’e´cart-type δ2.
– Le projeter dans l’espace tangent : v = a− o.(a|o).
– Calculer la normale : n = Rv(o)
7.2.9 Distance de Mahalanobis
La distance de Mahalanobis simple entre une normale m et une normale ale´atoire






dans le cas d’une loi gaussienne isotrope de covariance Σnn = σ
2




7.3 Statistiques approche´es sur les normales ale´a-
toires
Les notions statistiques rigoureuses que nous venons de de´finir se re´ve`lent assez peu
maniables dans le cas des normales : l’espe´rance ne peut eˆtre calcule´e que de fac¸on ite´rative,
il n’est pas e´vident de savoir lorsqu’elle n’est pas unique, et la matrice de covariance est
de´finie dans l’espace tangent a` l’espe´rance, qui est variable.
Il a donc semble´ utile de justifier ou cre´er des me´thodes de calcul approche´es mais plus
maniables de l’espe´rance et la covariance d’une primitive. Ces me´thodes s’appuient sur
l’utilisation d’une approximation de la distance intrinse`que dans les formules de´veloppe´es
dans la partie pre´ce´dente. Pre´cisons que nous ne modifierons pas la formule donnant
l’espe´rance d’une observable (nous utiliserons toujours la me´trique invariante, meˆme si
nous n’utilisons plus la distance associe´e).
Nous pre´senterons d’abord un cadre ge´ne´ral a` ce genre d’approximation, permettant
d’appre´cier leurs qualite´s. Nous verrons ensuite rapidement le cas de la distance vecto-
rielle, qui permet de justifier l’approximation la plus simple de l’espe´rance au sens de
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Fre´chet d’une normale ale´atoire. Nous de´finirons ensuite le tenseur d’une normale ale´a-
toire et verrons comment l’utiliser pour retrouver l’approximation de l’espe´rance au sens
de Fre´chet et de la covariance relative a` la distance tensorielle. Nous comparerons enfin
ces diffe´rentes me´thodes.
7.3.1 Principe
Nous de´finirons par la suite une distance entre normales note´e da et relie´e a` la distance
intrinse`que d par une formule du type :
da = Ψa(d) (7.8)
Pour eˆtre, comme d, une distance, da doit eˆtre :
– syme´trique : ce sera toujours le cas ici car d est syme´trique.
– de´finie positive : d e´tant elle-meˆme de´finie positive, il faut et il suffit que Ψa soit
de´finie positive ((d > 0)⇒ (Ψa(d) > 0) et Ψa(0) = 0).
– conforme a` l’ine´galite´ triangulaire : il suffit que Ψa soit croissante et de de´rive´e
de´croissante (et ve´rifie donc Ψa(x + y) ≤ Ψa(x) + Ψa(y)). On a alors da(n1,n2) =
Ψa(d(n1,n2)) ≤ Ψa(d(n1,n3) + d(n3,n2)) ≤ Ψa(d(n1,n3)) +Ψa(d(n3,n2)) = da(n1,n3) +
da(n3,n2). On remarquera que dans ce cas, notre distance approche´e est une M-
estime´e [Rousseeuw and Leroy, 1987] de la distance intrinse`que, et est donc cense´e
eˆtre plus robuste.
On supposera en ge´ne´ral la de´rive´ de Ψa e´gale a` 1 en 0 :
∂Ψa
∂d
(0) = 1, pour que les deux
distances d et da soient directement comparables au voisinage de 0.
La distance d e´tant invariante, la distance da sera elle aussi invariante. En revanche,
elle n’est relie´e a` aucune me´trique Riemanienne invariante.
Nous utiliserons par la suite aussi la fonction ψa de´finie comme le rapport entre la
distance approche´e et la distance rigoureuse. On a donc :
ψa(d) = Ψa(d)/d da = ψa(d).d
7.3.1.1 Approximation de l’espe´rance
L’espe´rance de Fre´chet (resp. Karcher) d’une normale ale´atoire n est de´finie comme
l’ensemble des normales m minimisant globalement (resp. localement) la variance totale
En [d
2(n,m)] (voir 7.2.7). Ces normales sont regroupe´es dans l’ensemble E[n].
Nous approcherons donc l’espe´rance au sens de Fre´chet (resp. Karcher) en prenant
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et regrouperons ces normales dans l’ensemble Ea[n].
7.3.1.2 Approximation de la covariance
La covariance d’une primitive ale´atoire x par rapport a` une primitive fixe y est de´finie
par : Σnn(m) = En [
−→nm.−→nmt]. Ainsi, elle ve´rifie En [d2(n,m)] = Tr(Σnn(m)).
Or la variance totale approche´e peut se re´-e´crire En [Ψa(d(n,m))





. Il semble alors assez naturel de ge´ne´raliser la fonction Ψa au plan






On a alors En [d
2(n,m)] = En [Tr (Ψa(
−→mn).Ψa(−→mn)t)] = Tr (En [Ψa(−→mn).Ψa(−→mn)t]).















7.3.1.3 Caracte´risation de l’espe´rance de Karcher







Nous pensons que ceci s’adapte pour notre approximation (la de´monstration doit eˆtre
analogue 21, bien que certaines difficulte´s pourraient apparaˆıtre au niveau du lieu de cou-




∥∥∥−→nn∥∥∥).Ψa(−→nn)] = 0 (7.12)













La suite du raisonnement est alors identique.
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7.3.1.4 Propagation des approximations
Avec des distances de ce type, les proprie´te´s de propagation par une transformation
fixe de l’espe´rance et de la covariance sont conserve´es :
Ea[f ? n] = f ?Ea[n]
Σf?n f?n = J(f).Σnn.J(f)
t
7.3.1.5 Approximation de l’espe´rance d’une gaussienne
Nous allons essayer de montrer que l’approximation de l’espe´rance se re´ve`le eˆtre exacte
pour une loi gaussienne.
Loi syme´trique par rapport a` une normale Soit une normale ale´atoire n de´finie
par une densite´ de probabilite´ pn(n). Nous dirons qu’elle suit une loi syme´trique de´crois-
sante s’il existe une normale n˜ telle que pour tout m on ait : pn(expn˜
−→˜
nm) = pn(− expn˜
−→˜
nm),
i.e. si la loi est invariante par une syme´trie d’axe n˜.












La normale n˜ fait donc potentiellement partie de l’espe´rance de Karcher voire de
l’espe´rance de Fre´chet. Il faut cependant ve´rifier qu’il s’agit bien d’un minimum local
ou global (et non d’un maximum par exemple) de la variance.
Loi syme´trique mono-modale Nous pensons que, lorsque la loi est mono-modale
et syme´trique, le mode, qui ve´rifie E
[
Ψ˙a(
∥∥∥−→˜nn∥∥∥).Ψa(−→˜nn)] = 0, est ne´cessairement le mi-
nimum de la variance et de la variance approche´e.
Conclusion Lorsque la loi est syme´trique mono-modale (ce qui est en particulier
le cas des gaussiennes), on a donc vraisemblablement l’e´quivalence entre les diffe´rentes
approximations de l’espe´rance de Fre´chet et sa ve´ritable valeur.
7.3.1.6 Cas ge´ne´ral
Dans le cas ge´ne´ral (loi de probabilite´ quelconque), on peut donner un majorant de
l’erreur commise en utilisant nos statistiques approche´es. Il faut pour cela faire appel a`
des travaux mathe´matiques plus ge´ne´raux.
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Nous nous appuierons ici sur l’article [Picard, 1994]. Cet article est base´ sur le concept
de connecteur, qui ge´ne´ralise les cartes locales de´finies dans le plan tangent : en re´sume´,
un connecteur est une fonction γ qui a` un couple (x,y) de primitives associe un vecteur de
l’espace tangent −→xy. Il peut s’agir de la fonction log (on parle alors de connecteur ge´ode´-
sique), d’une fonction convexe sur les ge´ode´siques (on parle alors de connecteur convexe),
ou de fonctions plus ge´ne´rales. Dans notre cas, γ(m,n) = Ψa(
−→mn) de´finit effectivement un
connecteur convexe (car la fonction Ψa est elle-meˆme convexe). L’article de´finit la notion
de γ-barycentre d’une primitive ale´atoire (partie 1), qui est en fait e´quivalente a` notre
espe´rance de Fre´chet au sens de la distance da. Il montre ensuite (partie 2) que l’erreur
commise sur le γ-barycentre est de la forme O(σ), i.e. infe´rieure a` kσ, ou` σ est l’e´cart-type
de la primitive ale´atoire.
En re´sume´, l’erreur commise sur l’estimation de l’espe´rance de Fre´chet d’une normale
ale´atoire par les me´thodes de statistiques approche´es est de l’ordre de σ ou` σ est l’e´cart-
type de la normale ale´atoire.
7.3.2 Utilisation de la distance vectorielle
Nous allons voir ici quels sont les effets de l’utilisation de la distance vectorielle entre
deux normales de´finie comme la distance au sens vectoriel entre les deux repre´sentations
unitaires des normales. Il s’agit donc, pour deux normales m et n de :
dv(m,n) = ‖m− n‖ = 2 sin((m̂,n)
2
) = d(m,n) +O(d(m,n)3)
ou` ‖‖ est la norme quadratique usuelle de RD. Cette distance ve´rifie aussi :
dv(m,n)
2 = ‖m− n‖2 = 2(1− (m|n))
ou` (.|.) est la produit scalaire usuel de RD.
On a donc :









Remarquons au passage que cette distance est bien adapte´e au cas oriente´.
7.3.2.1 Calcul de l’approximation vectorielle de l’espe´rance
Nous allons effectuer ce calcul dans le cas discret, et retrouver ainsi une technique
souvent utilise´e pour calculer la moyenne de plusieurs normales. Soit donc un ensemble
de normales ni repre´sente´es par les vecteurs unitaires de coordonne´es n
k
i et munies de leur
probabilite´ P (ni). L’approximation vectorielle de l’espe´rance est l’ensemble des normales
173
Chapitre 7. Normales ale´atoires
m repre´sente´es par les vecteurs unitaires de coordonne´es mk minimisant la variance totale :∑
i
P (ni). ‖m− ni‖2RD =
∑
i
P (ni).(m− ni|m− ni)
En utilisant un multiplicateur de Lagrange α pour prendre en compte la contrainte




i P (ni).(m− ni|m− ni) + α.(‖m‖2 − 1)
]
2
En de´rivant par rapport a` m, on obtient :
∑
i P (ni).(m−ni)+α.m = 0 et donc : (1+α)m =∑





On a donc la proposition suivante :
Proposition 7.1 Espe´rance de Fre´chet au sens de la distance vectorielle
On obtient l’approximation vectorielle de l’espe´rance au sens de Fre´chet d’une normale
ale´atoire en normalisant la moyenne des normales conside´re´es comme de simples vecteurs
de RD.
Ce proce´de´, souvent utilise´, est donc une approximation de la ve´ritable espe´rance d’une
normale ale´atoire. Il e´choue cependant lorsque
∑
i P (ni).ni = 0.
7.3.2.2 Approximation de la matrice de covariance
L’approximation de la covariance ne pre´sente ici aucun inte´reˆt pratique. Nous ne de´-
taillerons pas les calculs.
7.3.3 Tenseur d’une normale ale´atoire
La distance tensorielle et l’approximation de l’espe´rance et la covariance qu’elle permet
de de´finir est e´troitement relie´e au tenseur d’une normale ale´atoire (d’ou` son nom). Nous
allons donc dans un premier temps nous familiariser avec ce tenseur, avant de revenir, a`
la section suivante, a` nos approximations.
Ce tenseur peut eˆtre de´fini comme la covariance de la normale ale´atoire, calcule´e
comme pour un vecteur ale´atoire de l’espace nD classique, i.e. en oubliant qu’il s’agit d’un
vecteur unitaire. Cet oubli est, inutile de le pre´ciser, lourd de conse´quence, et nous ne ferons
plus allusion a` cette matrice de covariance dans la suite, pour e´viter les confusions avec
la vraie matrice de covariance des normales, de´finie dans l’espace tangent a` la moyenne.
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7.3.3.1 Tenseur associe´ a` une direction
Plac¸ons nous dans RD muni de sa norme canonique. On peut associer a` tout vecteur
le tenseur suivant :
De´finition 7.1 Tenseur associe´ a` un vecteur de RD
Soit x ∈ RD.
Le tenseur associe´ a` x et note´ T (x) est le tenseur d’ordre 2 donne´ par :
T (x) = x⊗ x
soit, sous forme matricielle :
T (x) = x.xt




On remarque que (y ⊗ y = x ⊗ x) ⇔ (y = ±x). Autrement dit, l’utilisation des
tenseurs nous fait perdre l’information sur le sens de l’orientation. Il est alors naturel de
de´finir la relation d’e´quivalence suivante : x ∼ y ⇔ (x = ±y), et la de´finition du tenseur
reste valable dans l’espace non oriente´ RD/ ∼. Elle y est meˆme plus inte´ressante, car
l’application x 7→ T (x) est alors injective.
On peut de plus restreindre cette de´finition a` l’ensemble des normales oriente´es de RD
qui forment le sous-ensemble SD−1 identifie´ ensuite a` la sphe`re unite´ {n ∈ RD/ ‖n‖ =
1}, ou l’ensemble des directions (i.e. des normales non-oriente´es) de RD, qui forment
l’ensemble PD−1 = SD−1/ ∼. Nous pre´sentons le cas non-oriente´ dans la suite, mais ces
de´finitions restent bien suˆr valable (mais ne sont plus biunivoques) dans le cas oriente´.
De´finition 7.2 Tenseur associe´ a` une normale non-oriente´e
Soit une direction de PD−1, repre´sente´e par le vecteur unitaire non oriente´ ±n.
Le tenseur associe´ a` n et note´ T (n) est le tenseur d’ordre 2 donne´ par :
T (n) = n⊗ n
soit, sous forme matricielle :
T (n) = n.nt




7.3.3.2 Tenseur associe´ a` une direction ale´atoire
Soit maintenant une direction ale´atoire n. On lui associe le tenseur ale´atoire T (n). Or
l’ensemble des tenseurs d’ordre 2 forment un espace vectoriel re´el de dimension finie. Le
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tenseur ale´atoire T (n) est donc un vecteur ale´atoire, dont nous pouvons calculer l’espe´-
rance (en passant par exemple par les coordonne´es de ce tenseur dans une base qui sont
des variables ale´atoires re´elles). Nous utiliserons cette espe´rance pour repre´senter n :
De´finition 7.3 Tenseur associe´ a` une e´le´ment ale´atoire
Soit n une direction ale´atoire de PD−1.
Le tenseur associe´ a` n et note´ T (n) est le tenseur d’ordre 2 donne´ par :
T (n) = E [T (n)] = E [n⊗ n]
soit sous forme matricielle :




7.3.3.3 Proprie´te´s du tenseur associe´ a` une direction ale´atoire
La premie`re proprie´te´ importante d’un tenseur de la forme T (n) est la forme de son
application a` deux vecteurs. On a en effet, par line´arite´ : a⊗T (n)⊗b = E [a⊗(n⊗ n)⊗b].
Or a⊗(n⊗ n)⊗b = (a⊗n)⊗ (n⊗b) = (a|n)(n|b). Finalement :
Proposition 7.2 Application de T (n) a` deux vecteurs
Soient T (n) tenseur associe´ a` une direction ale´atoire de PD−1 et a et b deux vecteurs
de RD. On a :
a⊗T (n)⊗b = E [(a|n).(n|b)]
a⊗T (n)⊗a = E [(a|n)2] ≥ 0
On voit alors imme´diatement que T (n) est un tenseur syme´trique. Or il existe un
important re´sultat sur les tenseurs syme´triques re´els d’ordre 2 : un tenseur T syme´trique
re´el d’ordre 2 sur un espace euclidien E de dimension D posse`de exactement D valeurs
propres re´elles λ1, λ2, ... , λD (distinctes ou non). Les espaces propres e´tant orthogonaux
entre eux, le tenseur peut donc eˆtre diagonalise´ dans une base orthonormale {vi} constitue´e
de vecteurs propres.
De plus, on constate que T (n) est positif. Ses valeurs propres sont donc positives, et




Proposition 7.3 Diagonalisation de T (n)
Soient T (n) tenseur associe´ a` une direction ale´atoire de PD−1.




D, avec αi ∈ R+.
On peut de plus construire une base orthonormale {vi} de RD, ou` chaque vi est un
vecteur propre associe´ a` la valeur propre α2i . Une telle base est appele´e base propre de
T (n).








7.3. Statistiques approche´es sur les normales ale´atoires
Une dernie`re proprie´te´ importante de T (n) porte sur sa trace (e´gale a` la somme des
valeurs propres) : par line´arite´, Tr(T (n)) = E [Tr(n⊗ n)]. Or Tr(n⊗n) = n⊗n = (n|n) =
1. On a donc :
Proposition 7.4 Trace de T (n)
Soient T (n) tenseur associe´ a` une direction ale´atoire de PD−1. La trace de T (n), qui





7.3.3.4 Repre´sentation sous forme d’ellipso¨ıdes
Il est commode de repre´senter les tenseurs syme´triques positifs par des ellipso¨ıdes. En




i (vi⊗vi), on peut lui associer de fac¸on
biunivoque l’ellipso¨ıde dont les axes principaux sont coline´aires a` vi et de demi-longueur
αi.












si bien que l’e´quation de notre ellipso¨ıde n’est autre que :
x⊗(T (n)−1)⊗x = Cte
Dans le cas ou` au moins l’une de nos valeurs propres est nulle, il s’agit d’un ellipso¨ıde
de´ge´ne´re´. Nous donnerons des exemples de tels tenseurs en pre´sentant les tenseurs baˆton
et plateau de Me´dioni (voir pages suivantes).






canonique. Ses valeurs propres sont 1/4 et 3/4, et les vecteurs propres unitaires associe´s
















. Ils forment bien une base
orthonormale, et le tenseur est alors repre´sente´ par l’ellipse de la figure 7.2 (les vecteurs
propres sont repre´sente´s par les fle`ches).
7.3.3.5 Exemples de tenseurs associe´s a` une direction ale´atoire
Le principal inte´reˆt des tenseurs utilise´s ici est l’effet tout a` fait particulier que le
passage a` l’espe´rance a sur eux. Avant de le traiter de manie`re rigoureuse, nous allons
essayer d’illustrer cet effet en prenant quelques exemples de normales ale´atoires simples,
ou` l’espe´rance d’une fonction re´elle est simple a` de´finir. Commenc¸ons par examiner le
cas d’une loi binomiale en 2D. Soient donc deux normales parfaitement de´termine´es. En
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Fig. 7.2 – Exemple de repre´sentation sous forme d’ellipso¨ıde du tenseur d’une normale
ale´atoire
notant {e1,e2} la base canonique de R2, on prend par exemple les normales repre´sente´es
par n1 = sin(−θ)e1+cos(−θ)e2 et n2 = sin(θ)e1+cos(θ)e2. Les tenseurs associe´s ont pour
matrice dans la base canonique :
[T (n1)] =
[
sin2 θ − sin θ cos θ
− sin θ cos θ cos2 θ
]
et [T (n2)] =
[
sin2 θ sin θ cos θ
sin θ cos θ cos2 θ
]
Le tenseur T (n1) a pour valeurs propres 1 et 0, et les vecteurs propres associe´s sont n1
et n1⊥, vecteur perpendiculaire a` n1. Il en va de meˆme pour T (n2). T (n1) et T (n2) sont
donc associe´s aux ellipses de´-ge´ne´re´es de la figure 7.3 gauche (On a ici pris θ = pi
12
, et on a
exage´re´ la largeur du petit axe, qui est en principe nulle). Le tenseur associe´ a` la normale
ale´atoire n qui suit une loi binomiale de la forme Pr(n = n1) = Pr(n = n2) = 1/2, est

















Les vecteurs propres et valeurs propres apparaissent imme´diatement, l’ellipse associe´e
est repre´sente´e sur la figure 7.3 droite.
On constate donc que l’aspect bimodal de n est voile´. En revanche, le grand axe de
l’ellipse (et donc le vecteur propre associe´ a` la plus grande valeur propre) correspond a`
l’espe´rance de la normale telle qu’on se la figure intuitivement. De plus, le fait que le
petit axe ne soit plus de longueur nulle semble exprimer le fait que les re´alisations de la
variable ale´atoire sont disperse´es autour d’une valeur. Sa longueur, qui augmente avec la
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Fig. 7.3 – Tenseur d’une normale ale´atoire suivant une loi binomiale
dispersion (lorsque θ augmente dans notre exemple), sugge`re un lien avec la covariance.
Soit maintenant 4 normales en 3D. On utilise la base canonique {e1,e2,e3}, et les 4
normales sont de la forme n1 = sin(−θ1)e1 + cos(−θ1)e3, n2 = sin(θ1)e1 + cos(θ1)e3,
n3 = sin(−θ2)e2 + cos(−θ)e3 et n4 = sin(θ2)e2 + cos(θ2)e3. Les tenseurs associe´s sont
donne´s par leurs matrices :
[T (n1)] =
 sin2 θ1 0 − sin θ1 cos θ10 0 0
− sin θ1 cos θ1 0 cos2 θ1

[T (n2)] =
 sin2 θ1 0 sin θ1 cos θ10 0 0




 0 0 00 sin2 θ2 − sin θ2 cos θ2
0 − sin θ2 cos θ2 cos2 θ2

[T (n4)] =
 0 0 00 sin2 θ2 sin θ2 cos θ2
0 sin θ2 cos θ2 cos
2 θ2

Les ellipso¨ıdes de´-ge´ne´re´s sont repre´sente´s dans la figure 7.4 gauche.
Soit maintenant une normale ale´atoire n de´finie par Pr(n = n1) = Pr(n = n2) =
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Il est repre´sente´ par l’ellipso¨ıde de la figure 7.4 droite.
Fig. 7.4 – Tenseur d’une normale ale´atoire suivant une loi quadrimodale
On constate qu’une fois de plus, les vecteurs propres associe´s a` la plus grande valeur
propre semblent correspondre a` la notion intuitive d’espe´rance. Les 2 autres vecteurs
propres sont dans la plan perpendiculaire au premier, et les valeurs propres associe´es
semblent aussi repre´senter une divergence (plus importante suivant l’axe y, dans notre
cas). Ceci sugge`re un lien entre la sous-matrice de T (n) dans la base forme´e par les
vecteurs propres obtenue apre`s e´limination de la premie`re coordonne´e (premie`re ligne et
premie`re colonne donc) et une certaine matrice de covariance.
Tenseurs baˆton (stick), plateau (plate) et boule (ball) Certains tenseurs parti-
culiers peuvent retenir l’attention : il s’agit des tenseurs dont certaines valeurs propres
sont nulles et dont les autres valeurs propres sont e´gales. Nous donnerons ici l’exemple en
3D, avec ce que l’e´quipe de Me´dioni a appele´ les tenseurs Stick, Plate et Ball [Me´dioni et
al., 2000] (que nous traduirons ici par baˆton, plateau et boule), mais on pourrait faire de
meˆme en n’importe quelle dimension.
Nous travaillerons dans la carte de´finie dans la partie 7.2.5. Nous conside´rerons en








 cos θsin θ cosα
sin θ sinα
⊗
 cos θsin θ cosα
sin θ sinα
 pn(n(θ,α)) sin θ dθ dα
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 cos2 θ cos θ sin θ cosα cos θ sin θ sinα... sin2 θ cos2 α sin2 θ cosα sinα
... ... sin2 θ sin2 α
 pn(n(θ,α)) sin θ dθ dα
Tenseur associe´ a` une normale de´terministe - Tenseur baˆton L’e´quipe de Me´-
dioni associe a` une donne´e du type normale a` une surface le tenseur n ⊗ n (qui posse`de
une valeur propre unitaire et les autres nulles). Ceci correspond donc a` l’hypothe`se que
la normale est de´terministe, ce qui est le cas. Nous avons repre´sente´ dans la figure 7.5 la
surface et sa normale, puis le tenseur correspondant.
Fig. 7.5 – Un e´le´ment de surface et sa normale (gauche) et le tenseur baˆton associe´ a`
cette normale (droite)
Tenseur associe´ a` un e´le´ment de courbe - Tenseur plateau Me´dioni associe a` un
e´le´ment de courbe, de´fini par sa tangente t le tenseur e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2 (qui posse`de deux
valeurs propres e´gales et une dernie`re nulle), ou` (t,e1,e2) forme un repe`re orthonormal.
Or un e´le´ment de courbe de´terministe nous apporte l’information suivante : la normale
a` la courbe est perpendiculaire a` la tangente. Autrement dit, dans le repe`re (t,e1,e2), on
a θ = pi
2
, mais on ne dispose d’aucune information sur γ. L’hypothe`se la plus faible est
alors de supposer que γ suit une loi de probabilite´ uniforme sur {pi
2
} × [−pi,pi].




, et en reportant, on trouve bien T (n) = e1⊗e1+e2⊗e2
2
,
soit le tenseur utilise´ par Lee et Me´dioni apre`s normalisation.
La figure 7.6 repre´sente une courbe et sa tangente, puis le tenseur correspondant.
Tenseur associe´ a` un point - Tenseur boule Dans le cas d’un point, on ne
dispose d’aucune information sur la normale. L’hypothe`se la plus faible est alors de
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Fig. 7.6 – Un e´le´ment de courbe et sa tangente (gauche) et le tenseur plateau associe´ a`
cette tangente (droite)
supposer qu’elle suit une loi de probabilite´ uniforme : pn(m) =
1
2pi
. Le re´sultat, que
l’on peut obtenir par calcul direct ou par simple conside´ration de syme´trie, est alors
T (n) = e1⊗e1+e2⊗e2+e3⊗e3
3
(qui posse`de trois valeurs propres e´gales) pour n’importe quelle
base (e1,e2,e3) orthonorme´e, qui est, au coefficient de normalisation preˆt le tenseur utilise´
par Lee et Me´dioni.
Le tenseur boule est repre´sente´ sur la figure 7.7.
Fig. 7.7 – Le tenseur boule
De´composition d’un tenseur associe´e a` une normale ale´atoire Nous avons de´ja`
vu qu’un tenseur pouvait se de´composer suivant ses 3 valeurs propres : T (n) = α21(v1 ⊗
v1) + α
2
2(v2 ⊗ v2) + α23(v3 ⊗ v3). Mais on peux aussi regrouper ces termes pour obtenir
des tenseurs baˆton, plateau et boule. Si les valeurs propres sont range´es dans l’ordre
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de´croissant : α1 > α2 > α3, on peux e´crire :
T (n) = (α21−α22−α23)(v1⊗v1)+(α22−α23)(v1⊗v1+v2⊗v2)+α23(v1⊗v1+v2⊗v2+v3⊗v3)
On obtient ainsi une combinaison d’un tenseur baˆton (qui repre´sente la normale la
plus probable et la confiance par rapport aux autres possibilite´s), d’un tenseur plateau
(qui repre´sente le plan dans lequel la normale est la plus probable, et la confiance par
rapport aux autres), et d’un tenseur boule (qui ne repre´sente pas grand chose, si ce n’est
l’absence d’information sur l’orientation).
7.3.3.6 Tenseurs conditionnels
Nous rencontrerons par la suite des normales ale´atoires dont la loi de probabilite´s est
conditionne´e par d’autres e´ve`nements ale´atoires. De telles normales seront donc donne´es
par des lois de probabilite´s conditionnelles de la forme P (n/...) et nous noterons T (n/...)
le tenseur conditionnel associe´. Nous allons ici voir comment sont relie´s ces tenseurs.
Le premier cas est celui d’une normale ale´atoire pouvant provenir de plusieurs pro-
cessus ale´atoires ai diffe´rents, repre´sente´s par les lois P (n/a = ai) = P (ni) de tenseurs
T (ni). La provenance est exprime´e au travers d’une loi a priori sur le processus ale´atoire




P (n/a = ai)P (a = ai) =
∑
P (ni)pii




T (n/a = ai)P (ai) =
∑
piiT (ni) (7.13)
on peut alors faire comple`tement abstraction des loi de probabilite´s et travailler directe-
ment sur les tenseurs.
Un deuxie`me cas est celui ou` la loi sur la normale de´pend d’une deuxie`me normale,
dont la loi P (n0) est partiellement connue au travers du tenseur T (n0). La de´pendance
est exprime´e par la loi de probabilite´ conditionnelle P (n/n0) et le tenseur conditionnel




on peut alors e´crire, par line´arite´ :
T (n) =
∫
T (n/n0)P (n0)dn0 (7.14)
on pourrait alors croire que cette e´galite´ implique, pour T (n/n0) donne´, une relation
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line´aire entre les tenseurs T (n) et T (n0)
22. Il n’en est rien, comme le montre l’exemple
2D de la figure 7.8, ou` deux normales ale´atoires ayant le meˆme tenseur T (n0) de´finissent,
via l’e´quation 7.14, des tenseurs T (n) tre`s diffe´rents.
Fig. 7.8 – Contre-exemple a` la line´arite´ des votes de Me´dioni : prenons deux normales
ale´atoires n0 et n1 n’ayant que deux possibilite´s e´quiprobables, verticale et horizontale pour
n0, a` 45 degre´s pour n1. Elles ont alors le meˆme tenseur isotrope T (n0) = T (n1) = Id/2.
Prenons maintenant un vote calque´ sur le vote baˆton de Me´dioni : la normale n0 verticale
donne une normale n verticale tre`s probable (avec une faible covariance), la normale
horizontale donne une normale horizontale tre`s improbable (avec une forte covariance),
les deux normales a` 45 degre´s donnent des normales syme´triques e´quiprobables. On obtient
alors pour n un tenseur indiquant une normale tre`s probablement verticale en conside´rant
n0, et isotrope en conside´rant n1.
7.3.4 Utilisation de la distance tensorielle
Nous allons maintenant voir comment retrouver, a` l’aide de notre tenseur, l’espe´rance
et la covariance approche´es au sens de la distance tensorielle. Cette distance est de´finie,
pour deux normales non oriente´es n et m, par :
dt(m,n)
2 = ‖n− m(n|m)‖2 = ‖Πm⊥(n)‖2 = (1− (n|m)2) = 1− n⊗T (m)⊗n
ou` ‖‖ est la norme quadratique usuelle de RD et (.|.) est son produit scalaire usuel, et ou`
Πm⊥ est le projection orthogonale le long de m. Elle ve´rifie aussi :
dt(m,n) = sin((m̂,n)) = d(m,n) +O(d(m,n)
3)
On a donc :





22. C’est ce que fait Me´dioni lorsque il parle de line´arite´ de la fonction de vote [Me´dioni et al., 2000,
page 46] : il exprime le tenseur T (n0) sous sa de´composition baˆton-plateau-boule T (n0) = (λ1 − λ2)S +
(λ2 − λ3)P + λ3B et en de´duit le tenseur T (n) en combinant line´airement les tenseurs de vote baˆton-
plateau-boule : T (n) = (λ1 − λ2)VS + (λ2 − λ3)VP + λ3VB
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7.3.4.1 Approximation tensorielle de l’espe´rance
En utilisant l’e´galite´ dt(m,n)
2 = 1 − n⊗T (m)⊗n = 1 − m⊗T (n)⊗m, on peut e´crire :
σ2tn(m) = 1 − En [m⊗T (n)⊗m] = 1 − m⊗En [T (n)]⊗m. On retrouve donc le tenseur d’une
variable ale´atoire tel que de´fini dans la section 7.3.3, et nous recherchons les normales m qui
maximisent : m⊗T (n)⊗m. Pour les trouver, il faut diagonaliser T (n) : T (n) =∑i(αini)⊗
(αini). On a alors m⊗T (n)⊗m =
∑
i αi(ni|m)2 ≤ maxi(αi).
∑
i(ni|m)2 = maxi(αi), avec
e´galite´ si et seulement m appartient au sous-espace propre associe´ a` la plus grande valeur
propre. On a donc la proposition suivante :
Proposition 7.5 Espe´rance de Fre´chet au sens de la distance tensorielle
L’approximation tensorielle de l’espe´rance au sens de Fre´chet d’une normale non-
oriente´e ale´atoire est constitue´e de l’ensemble des vecteurs unitaires du sous-espace propre
de T (n) associe´ a` sa plus grande valeur propre.
Elle est de plus capable de traiter correctement le cas des distributions de normales
du type plateau et boule (section 7.3.3.5.0).
Enfin, on doit se rappeler que cette espe´rance n’est pas oriente´e. On peut l’orienter en
utilisant le meˆme sens que la moyenne vectorielle. Pour cela, il suffit de calculer l’espe´rance
du produit scalaire entre la normale trouve´e n et la normale ale´atoire. Si elle est ne´gative,
on inverse la normale n.
7.3.4.2 Approximation tensorielle de la covariance
La covariance par rapport a` une primitive fixe m peut s’e´crire Σtnn(m) =
En [ψt(





.Πtm⊥ = Πm⊥.T (n).Π
t
m⊥
Le tenseur d’une normale ale´atoire contient donc aussi une approximation de la cova-
riance par rapport a` n’importe quelle primitive fixe m.
Proposition 7.6 Covariance au sens de la distance tensorielle
L’approximation tensorielle de la covariance d’une normale non-oriente´e ale´atoire est
obtenue en restreignant T (n) a` l’hyperplan orthogonal a` la moyenne.
7.3.4.3 Synthe`se
Le tenseur utilise´ par Lee et Me´dioni permet donc une approximation extreˆmement
efficace de l’espe´rance et de la covariance d’une primitive ale´atoire. Il suffit en effet de
les diagonaliser, et la plus grande valeur propre et ses vecteurs propres unitaires asso-
cie´ indiquent l’espe´rance, et les autres valeurs propres et vecteurs propres indiquent la
covariance.
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Elle trouve cependant ses limites dans certains cas extreˆmes de lois multimodales. On
peut donner l’exemple d’une loi pre´sentant deux normales e´quiprobables situe´es a` environ
90 degre´s l’une de l’autre (par exemple lorsque deux courbes perpendiculaires se croisent).
Son tenseur sera proche de l’identite´, et aura donc deux valeurs propres proches et des
vecteurs propres mal de´finis. On ne pourra donc pas retrouver les diffe´rents modes de la
loi a` l’aide du tenseur. On pourra cependant identifer le proble´me en e´tudiant les valeurs
propres (c’est justement ce que fait Me´dioni pour identifier les points de croisement entre
courbes), et de´cider alors de reprendre les outils rigoureux de [Pennec, 1996] pour e´tudier
ces cas complexes.
7.3.4.4 Approximation tensorielle de la distance de Mahalanobis
Le tenseur d’une normale ale´atoire contient une approximation de la covariance qui
permet de calculer la distance de Mahalanobis. Nous allons donc ici voir comment exprimer
directement et simplement une approximation de la distance de Mahalanobis en fonction
du tenseur.
La vraie distance de Mahalanobis entre une primitive n et une primitive ale´atoire
centre´e en o et de covariance Σoo est donne´e par :
µ2(o,n) = −→on⊗Σ−1oo⊗−→on
ou` −→on et Σoo sont calcule´s dans la carte exponentielle. Il semble alors naturel de remplacer
ces deux e´le´ments par leur approximation tensorielle. On a alors :
µ2t (o,n) = Ψt(
−→on)⊗Σ−1too⊗Ψt(−→on)
Or Ψt(
−→on) et Σ−1too sont respectivement la projection de n et de T (o)
−1
dans le plan
perpendiculaire a` o. On peut alors se contenter de ne projeter qu’un seul de ces deux
e´le´ments pour obtenir le meˆme re´sultat :
µ2t (o,n) = n⊗Σ−1too⊗n = Ψt(−→on)⊗T (o)
−1⊗Ψt(−→on)
On utilisera en ge´ne´ral la premie`re formule, car on doit de toute fac¸on diagonaliser le
tenseur pour connaˆıtre la normale moyenne et savoir ainsi dans quelle direction effectuer
la projection. Il est alors aise´ de calculer la covariance en annulant la premie`re valeur
propre.
Le principal inte´reˆt de cette approximation est qu’elle conserve sa principale proprie´te´ :
calculons l’espe´rance de la distance de Mahalanobis approche´e entre une primitive ale´a-
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toire et son espe´rance (lorsque celle ci est unique) :

















= Tr(Σ−1too.Σtoo) = Tr(Id)
= D
l’espe´rance de la distance de Mahalanobis approche´e entre une primitive ale´atoire et son
espe´rance est donc toujours e´gale a` la dimension de l’espace.
Enfin, on peut utiliser directement cette distance de Mahalanobis pour calculer la





7.3.5 Comparaison des statistiques exactes et approche´es
Nous allons ici comparer les pre´cisions des diffe´rentes me´thodes d’estimation de la
moyenne d’un ensemble de normales. Nous travaillerons avec les normales non-oriente´es.
Nous allons effectuer une se´rie d’expe´riences sur le mode`le suivant : on tire une premie`re
normale ale´atoire uniforme, puis n normales suivant une loi gaussienne centre´e autour de la
premie`re et d’e´cart-type σ. On estime l’espe´rance suivant les trois me´thodes (l’espe´rance
rigoureuse : min de la distance angulaire par descente de gradient, les deux espe´rances
approche´es : min de la distance vectorielle par moyenne classique+normalisation, min
de la distance tensorielle par calcul du tenseur+extraction du premier vecteur propre).
On examine alors l’e´cart entre le ve´ritable centre de la distribution et les 3 espe´rances
ainsi calcule´s. On mesure aussi l’e´cart entre les deux espe´rances approche´es et l’espe´rance
rigoureuse.
Pour chaque parame`tre, on re´alise ainsi plusieurs expe´riences (10000), et on calcule la
RMS (figure 7.9) et le maximum de chacun des e´carts (figure 7.10).
On constate alors les faits suivants :
– Jusqu’a` 20 degre´s, les 3 me´thodes d’estimation ont des pre´cisions comparables : les
e´carts absolus (entre l’espe´rance estime´e et la vraie valeur centrale de notre loi)
sont analogues. Ceci s’explique par le fait que les e´carts relatifs (entre les diffe´rentes
me´thodes d’estimations) restent ne´gligeables par rapport aux e´carts absolus.
– Au dela`, l’espe´rance vectorielle garde un e´cart absolu comparable a` celui de l’es-
pe´rance rigoureuse, meˆme si l’e´cart relatif entre les deux estime´s augmente. On
constate meˆme dans certains cas avec forte variance que l’espe´rance vectorielle est
le´ge`rement plus pre´cise. Cela provient probablement du fait que la distance vecto-
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Fig. 7.9 – E´cart-type de l’erreur sur l’estimation de la moyenne d’une normale ale´atoire
3D par la me´thode rigoureuse et les me´thodes approche´es. A gauche : erreur des me´thodes
par rapport a` la ve´ritable valeur moyenne de la normale ale´atoire. A droite : erreur des
me´thodes approche´es par rapport au re´sultat de la me´thode rigoureuse.
188
7.3. Statistiques approche´es sur les normales ale´atoires
Fig. 7.10 – Erreur maximale sur l’estimation de la moyenne d’une normale 3D ale´atoire
par la me´thode rigoureuse et les me´thodes approche´es.
189
Chapitre 7. Normales ale´atoires
rielle est une M-Estime´e de la distance angulaire, et est par conse´quent plus robuste
[Rousseeuw and Leroy, 1987].
– En revanche, l’espe´rance tensorielle devient inutilisable. A 40 degre´s, et pour un
faible nombre de normales, les e´carts maximaux augmentent, meˆme si les variances
des e´carts restent comparables. La me´thode est donc encore bonne en moyenne, mais
peu robuste. Au dela` de 60 degre´s, les e´carts deviennent trop importants.
On ne pourra donc utiliser les tenseurs que pour des lois assez bien de´finies (e´cart-type
infe´rieur a` 40 degre´s). Au-dela`, il faudra revenir a` des techniques plus pre´cises : l’espe´rance
vectorielle, et meˆme si besoin les techniques rigoureuses.
7.3.6 Statistiques approche´es sur les rotations ale´atoires
Des me´thodes de statistiques approche´es sur les rotations ont de´ja` e´te´ de´veloppe´es et
largement e´tudie´es. L’objet de cette section n’est donc pas de les repre´senter en de´tail,
mais simplement de les replacer dans notre cadre mathe´matique et de faire le paralle`le
avec les me´thodes utilise´es pour les normales.
On distingue 3 me´thodes couramment utilise´es pour calculer une rotation moyenne :
– Le calcul de la vraie moyenne, au sens de la distance intrinse`que, introduite par
[Pennec, 1996]. Cette me´thode est ite´rative comme dans le cas des normales (voir
section 7.2.7).
– Le calcul direct par la me´thode de la SVD [Arun et al., 1987; Umeyama, 1991].
– Le calcul direct par la me´thode des quaternions unitaires [Horn, 1987].
Ces deux dernie`res me´thodes ont e´te´ d’abord introduites dans le cadre du recalage rigide
puis adapte´es pour le calcul de la rotation moyenne. Les trois me´thodes ont e´te´ compare´es
dans le cadre du recalage [Eggert et al., 1997] et dans le cadre du calcul de la rotation
moyenne [Gramkow, 2001]. Cette dernie`re comparaison permet de comprendre que les
deux dernie`res me´thodes suivent exactement la meˆme de´marche que la me´thode vectorielle
pour les normales (voir 7.3.2) :
– La me´thode des quaternions unitaires calcule dans un premier temps la moyenne
vectorielle des quaternions unitaires qui repre´sentent les rotations. On obtient alors
un quaternion q qui n’est plus force´ment unitaire. On retrouve alors la rotation
moyenne en prenant le quaternion unitaire Q le plus proche de q au sens de la
distance euclidienne entre quaternions (il suffit pour cela de normaliser q).
– La me´thode de la SVD calcule dans un premier temps la moyenne des matrices
qui repre´sentent les rotations. On obtient alors une matrice M qui n’est plus for-
ce´ment orthogonale. On retrouve alors la rotation moyenne en prenant la matrice
orthogonale R la plus proche deM au sens de la distance euclidienne entre matrices.
190
7.4. Calcul des normales pour un nuage de points non structure´
L’article montre aussi que les deux me´thodes directes minimisent la variance totale au
sens des distances suivantes :
d2quat = 8(1− cos(θ/2)) = (4 sin(θ/4))2
d2SV D = 2(1− cos(θ)) = (2 sin(θ/2))2
ou` θ est l’angle entre les deux rotations, qui est la distance intrinse`que.
Finalement, ces deux me´thodes sont donc des me´thodes de statistiques approche´es
pour le calcul des rotations, avec :
dquat = Ψquat(d) = 4 sin(d/4)
dSV D = ΨSV D(d) = 2 sin(d/2)
ces fonctions sont sensiblement les meˆmes que celles que nous avons utilise´es pour le calcul
approche´ des normales.
Pour finir notre paralle`le, on peut comparer les re´sultats expe´rimentaux des me´thodes
sur les normales et des me´thodes sur les rotations. L’article indique que les re´sultats
commencent a` significativement se de´te´riorer pour un e´cart-type de 40 degre´s, et ne va
pas au dela`. C’est aussi le cas pour nos me´thodes.
7.4 Calcul des normales pour un nuage de points non
structure´
Nous allons examiner une premie`re application qui nous permettra de nous familiariser
avec le vote de tenseur que nous e´tudierons dans le chapitre suivant. Il s’agit d’estimer les
normales lorsqu’on dispose d’un nuage de points non structure´s et non oriente´s, mais qui
provient d’une surface en 3D (ou d’un contour en 2D ou d’une hypersurface en nD).
Pour cela, on utilise la remarque suivante : si deux points sont cense´s appartenir a`
la meˆme surface, la normale a` cette surface a plus de chances d’eˆtre perpendiculaire au
segment qui relie ces deux points. Aussi, pour chaque point de notre nuage, il suffit de
synthe´tiser l’information donne´e par les autres points du nuage (les votes) pour en de´duire
la normale la plus probable. Cette synthe`se des votes est effectue´e en utilisant les tenseurs
pre´ce´demment de´finis.
Les calculs seront inde´pendants pour chaque point du nuage. Nous allons donc de´tailler
les diffe´rentes e´tapes pour un point de la sce`ne donne´, les interpre´ter, et e´valuer la qualite´
du re´sultat.
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7.4.1 Vote d’un point en un autre point
Fixons nous un point du nuage pour lequel nous allons rechercher la normale la plus
probable. Nous le noterons s. Prenons maintenant un des autres points du nuage, note´ si.
Nous allons essayer de mode´liser la loi de probabilite´ de la normale ns au point s,
sachant que le point si appartient aussi a` la surface. Cette loi est donc note´e p(ns/s,si).
Nous allons commencer par utiliser les syme´tries du proble`me : il est invariant par rotation
(d’angle quelconque) autour du segment ssi. Notre loi de probabilite´ ne de´pend donc que
de la distance d entre les deux points et de l’angle θ entre la normale ns et le segment ssi
- elle est de plus syme´trique par rapport a` θ : p(ns/s,si) = p(|θ| ,d).
On peux alors synthe´tiser cette loi dans un tenseur (rappelons que le point, et donc d
est fixe) : on inte`gre sur l’ensemble des normales (i.e. sur θ). On travaille pour cela dans
le repe`re orthogonal forme´ par le vecteur ssi normalise´ note´ u et une base de l’espace
perpendiculaire note´e (e2,e3,...,eD). On obtient alors, par syme´trie (les directions e2, ...,
eD sont e´quivalentes), un tenseur ne´cessairement de la forme suivante :


















On a donc une combinaison d’un tenseur boule et d’un tenseur baˆton. Reste a` de´ter-
miner α et β en fonction de d, ou plus simplement (α2− β2) dans la mesure ou` le tenseur
boule n’apporte aucune information sur l’orientation.
Nous le ferons pour l’instant de fac¸on assez heuristique, les mode`les de vote e´tant
de´taille´s dans le chapitre suivant (ou` on de´rive en particulier le mode`le boule, section
8.6.1.3, que l’on utilise justement dans le cas ou` l’on ne connaˆıt pas les normales aux
points). Intuitivement, on voudrait favoriser les surfaces de forme plus lisse, donc les
normales perpendiculaires au segment ssi. On doit donc avoir une probabilite´ croissante
et maximale pour θ = pi/2, et syme´trique autour de ce mode, qui est donc aussi sa
moyenne. En conse´quence, α2 < β2.
Ensuite, on peut penser que l’incertitude (i.e. l’e´cart-type) sur cette moyenne de´pend
de la distance entre les deux points : s’ils sont proches, la surface n’a pas le temps de se
tordre ou se courber, l’e´cart-type est donc faible (α2 → 0 et β2 → 1/(D − 1)). S’ils sont
e´loigne´s, la surface a le temps de se courber, et l’e´cart-type sur l’orientation de la normale
est plus e´leve´ (α2 → 1/D et β2 → 1/D).
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Mode´lisation gaussienne Nous allons utiliser une mode´lisation gaussienne sans la
justifier : disons qu’on a une loi gaussienne sur la normale ns, centre´e autour de la per-
pendiculaire au segment, et qui posse`de une dispersion proportionnelle a` la distance entre
les points 23 (a2 repre´sente la dispersion angulaire sur la normale pour une distance d’un
mm) :



















































































7.4.2 Inte´gration des votes en un point
On veut maintenant inte´grer les votes des diffe´rents points de la sce`ne. On va leur
donner une probabilite´ a priori p(si) = pii, qui sera en ge´ne´ral uniforme, mais pourra aussi


















i − β2i )(ui ⊗ ui) + Cte ∗ Id
7.4.3 Extraction de la normale
Le tenseur que l’on a calcule´ ci-dessus repre´sente ve´ritablement la loi de probabilite´
sur la normale en s. On extrait donc la normale la plus probable en calculant le vecteur
propre associe´ a` la plus grande valeur propre de ce tenseur. On comprend pourquoi on
peut se contenter de calculer le tenseur a` une composante boule pre`s (repre´sente´e ici par
23. Ceci correspond a` un mode`le stochastique, que nous pre´senterons dans le chapitre suivant, section
8.5.2 : on suppose que l’on peut suivre, sur la surface, des courbes a` vitesse constante, et que la direction
sur ces courbes suit un mouvement brownien. La dispersion sur la direction de la tangente est alors
proportionnelle a` la distance au premier point de la courbe, ici s.
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Cte ∗ Id), et une constante multiplicative positive pre`s : en effet, multiplier le tenseur par
un scalaire ou lui ajouter un tenseur boule ne fait que modifier les valeurs propres, sans
modifier ni leur ordre ni leurs vecteurs propres associe´s.
7.4.4 Pertinence de la normale
Lorsqu’on le souhaite, on peut aussi obtenir une information sur la pertinence de la
normale ainsi extraite. En effet le tenseur, lorsqu’il est entie`rement calcule´ (i.e. lorsqu’on
n’e´limine pas la partie boule et lorsqu’on veille a` bien le normaliser) puis diagonalise´ (on
connaˆıt alors ses valeurs propres dans l’ordre de´croissant : λ1 > ... > λD), contient une
approximation de la covariance sur la normale, donne´e par les valeurs propres secondaires
(λ2,...,λD). On peut alors :
– e´tudier directement cette covariance, ou simplement la variance totale σ2 (la trace
de la covariance ou plus simplement la somme des valeurs propres secondaires du
tenseur : λ2 + ...+ λD).
– e´tudier le comple´mentaire de la variance totale 1− σ2, qui sera d’autant plus e´leve´
que la variance et donc le doute sur la direction de la normale sera faible. Cet indice
est en fait tre`s simple a` calculer : 1−σ2 = 1−λ2− ...−λD = λ1. Il s’agit donc de la
plus grande valeur propre, qui indique la diffe´rence de pertinence entre la normale
la plus probable et les autres normales possibles.
– e´tudier une variante de ce comple´mentaire : on peut par exemple penser a` la diffe´-
rence entre les deux premie`res valeurs propres λ1−λ2, qui correspond a` l’amplitude
de la composante baˆton du tenseur et indique la diffe´rence de pertinence entre la
normale la plus probable et la “deuxie`me” plus probable.
– e´tudier ce que Me´dioni appelle la saillance qui est l’indice pre´ce´dent avant norma-
lisation du tenseur. Cela n’a pas vraiment de sens mathe´matique, mais permet de
prendre en compte le nombre de votes rec¸us en un point, et de pouvoir accentuer
par la suite les zones ou` beaucoup d’informations e´taient disponible.
7.4.5 Imple´mentation pratique
Pour l’imple´mentation pratique, nous utiliserons, comme fonction de vote, une version
simplifie´e de la mode´lisation gaussienne.
Vote simplifie´ en 2D L’e´quation ci-dessus nous donne en 2D :






















7.4. Calcul des normales pour un nuage de points non structure´
Nous obtenons, a` un terme correctif pre`s, une belle gaussienne. Or ce terme correctif
est proche de 1 pour de faibles valeurs de da2, ce qui nous inte´resse.
Nous utiliserons donc l’approximation suivante :
α2 − β2 = − exp(−2da2)
Vote simplifie´ en 3D L’e´quation ci-dessus nous donne, en 3D :

































Comme dans le cas 2D, le terme correctif tend vers 1 en 0. Une approximation grossie`re
est donc :
α2 − β2 = −1
2
exp(−4da2)
Algorithme & variante Pour des raisons d’efficacite´ algorithmique, nous n’utiliserons
pas, pour un point de la sce`ne donne´e, tous les autres points, mais uniquement les points
suffisamment proches, que nous rechercherons avec un kD-Tree, comme dans le recalage
(voir 3.2.3). Les points plus e´loigne´s auront de toute fac¸on des contributions tre`s faibles,
que l’on pourra ne´gliger.
L’algorithme s’appuie donc sur deux parame`tres, la dispersion de l’angle par unite´ de
distance a2 et la distance limite de recherche dmax. Son pseudo code est le suivant :
Boucle : pour chaque point si :
– Recherche des points proches a` l’aide d’un kD-Tree : recherche des sj tel que j 6= i
et |sisj| < dmax .
– Calcul du tenseur : T =
∑
j − exp(−4a2 |sisj|). sisj|sisj | ⊗
sisj
|sisj | .
– Recherche des valeurs et vecteurs propres de T
– De´termination de la normale : vecteur propre associe´ a` la plus grande valeur propre
Notons que l’algorithme ici pre´sente´ concerne le calcul des normales aux hypersurfaces
(courbes en 2D, surface en 3D). Il peut eˆtre aise´ment adapte´ pour le calcul des tangentes
aux courbes (en dimension quelconque), en prenant le vecteur associe´ a` la plus faible
valeur propre.
7.4.6 Comparaison avec la technique de Me´dioni
Lorsqu’il dispose de points non-oriente´s en entre´e, Me´dioni utilise une premie`re phase
de vote pour estimer leurs orientations. Pour cela, il calcule pour chaque point de son nuage
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un tenseur de´fini comme la somme des votes des autres points du nuage. L’inte´gration des
votes est donc identique a` la noˆtre.
Il ne garde ensuite que la composante baˆton du tenseur obtenu, et s’en sert comme
entre´e dans les phases suivantes de son moteur de reconstruction. Cette composante baˆ-
ton correspond au plus grand vecteur propre, si bien qu’elle repre´sente implicitement la
normale que nous avons extrait explicitement. Elle contient cependant une information
supple´mentaire, sa norme, qui correspond a` la diffe´rence entre la premie`re et la deuxie`me
valeur propre. Nous avons de´ja` pre´sente´ cette valeur (section 7.4.4), appele´e saillance, et
explique´ quel pouvait eˆtre son inte´reˆt pour des traitements ulte´rieurs.
La seule diffe´rence majeure entre notre technique et celle de Me´dioni est la fonction
de vote e´le´mentaire utilise´e. Chez Me´dioni, celle-ci n’est pas donne´e explicitement, mais
obtenue par inte´gration nume´rique de la fonction de vote e´le´mentaire d’un tenseur baˆton.
Nous l’avons essaye´e dans nos expe´riences, et avons obtenu des re´sultats le´ge`rement moins
bons qu’avec notre fonction de vote. Ceci semble confirmer l’on peut faire varier la fonction
de vote sans diffe´rences notables dans les re´sultats [Lee, 2002].
7.4.7 Comparaison avec d’autres techniques
Il existe de nombreuses autres me´thodes permettant d’interpoler les normales pour un
nuage de points non-structure´s. Mais qu’elles fassent appel aux voisins naturels [Amenta
and Bern, 1999] ou a` des approximations locales par des mode`les de surface, ces me´thodes
sont d’essence ge´ome´trique et non probabiliste, et se re´ve`lent tre`s sensibles au bruit, en
particulier a` la pre´sence de points aberrants. On peut cependant faire un paralle`le inte´res-
sant entre nos travaux et ceux de [Cohen-Steiner and Morvan, 2002] qui ont de´rive´, dans
le cadre de la ge´ome´trie algorithmique, une technique permettant de calculer les infor-
mations d’ordre 1 et 2 (normale, mais aussi courbures) sur une surface triangule´e. Cette
technique, qui fait pourtant appel a` des concepts comple`tement diffe´rents, s’imple´mente
elle aussi avec un vote de tenseur.
7.4.8 Re´sultats
Nous pre´sentons ici les re´sultats de l’algorithme sur des donne´es synthe´tiques et sur
des surfaces segmente´es dans les scanners.
Dans toutes ces expe´riences, nous avons fait varier une distance caracte´ristique CDist.
Le parame`tre a2 a e´te´ fixe´ a` une dispersion de 1rad2 par distance caracte´ristique :
a2 = 1/CDist et nous avons de´termine´ la distance de recherche maximale a` partir d’une
distance de Mahalanobis maximale µ2max :





7.4. Calcul des normales pour un nuage de points non structure´
Nous avons alors e´tudie´ la distance angulaire non-oriente´e entre les normales trouve´es
par notre me´thode et les vraies normales.
7.4.8.1 Donne´es synthe´tiques
Nous avons ici utilise´ des nuages de points e´chantillonne´es sur une forme ge´ome´trique
simple et connaissions donc parfaitement les normales.
La forme utilise´e est un ellipso¨ıde dont les demi-axes font 100, 50 et 30 mm. L’e´chan-
tillonnage est compose´ de 1000 points re´partis au hasard (fig. 7.11 gauche), que nous avons
de´te´riore´ en le bruitant de deux fac¸ons :
– En rajoutant un bruit gaussien isotrope sur la position des points (fig. 7.11 centre).
– En rajoutant des points aberrants, re´partis uniforme´ment dans la boˆıte englobante
de l’ellipso¨ıde (fig. 7.11 droite).
Fig. 7.11 – E´chantillonnage irre´gulier d’une ellipse de demi-axes 100,50 et 30 mm.
Gauche : avec les normales de re´fe´rence. Centre : avec un bruit de position (e´cart-type
1 mm). Droite : avec des points aberrants (1 point aberrant pour 1 point du nuage origi-
nal)
Nous avons alors trace´ la RMS de la distance entre les normales calcule´es et les nor-
males de re´fe´rence en fonction de la distance caracte´ristique (fig. 7.12). On voit sur les
re´sultats que la principale force de la me´thode est sa re´sistance aux points aberrants (les
re´sultats sont encore significativement bons avec 8 fois plus de points aberrants que de
points de l’ellipse) et au bruit de position (jusqu’a` 2mm, mais un e´cart-type de 8mm sur
une ellipse de 100mm, c’est e´norme).
On peut maintenant se poser la question de savoir comment re´gler le parame`tre de
l’algorithme (a2 ou CDist suivant l’approche). Nous le ferons pour l’instant de manie`re
purement expe´rimentale, en prenant le parame`tre qui minimise l’erreur commise (25 dans
les expe´riences pre´ce´dentes). Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre suivant (sec-
tion 8.7).
7.4.8.2 Donne´es re´elles
Nous avons ici teste´ le calcul des normales sur les surfaces des dents extraites a` partir
des scanners. On dispose en effet dans ces surfaces des normales calcule´es a` l’aide du
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Fig. 7.12 – RMS de l’erreur commise sur l’estimation des normales pour l’ellipse, en
fonction de la distance caracte´ristique. Gauche : avec un bruit de position (de 1 a` 8 mm).
Droite : avec des points aberrants (de 100% a` 800%).
gradient de l’intensite´ dans l’image scanner. Elles ne sont pas exactes, mais on a pu
estimer leur pre´cision en e´tudiant la RMS de l’angle (section 6.4.2) : l’e´cart-type est de
l’ordre de 10 degre´s.
Les re´sultats sont pre´sente´s sur deux cas figure 7.13. Ils indiquent que les re´sultats
sont assez pre´cis.
Fig. 7.13 – RMS de l’erreur commise sur l’estimation des normales pour la surface des
dents extraites d’un scanner.
7.5 Conclusion
Nous avons ici montre´ commence´ par re´sumer la the´orie rigoureuse de [Pennec, 1996]




Nous avons ensuite vu comment de´finir, a` partir de distances approche´es, des me´-
thodes approche´es d’estimation de l’espe´rance et la covariance d’une primitive ale´atoire.
Nous avons pre´sente´ plusieurs exemples de ces me´thodes pour les normales et les rotations
ale´atoires et avons montre´ leurs qualite´s (simplicite´ de calcul, robustesse et pre´cision) et
leurs limites (mauvais comportement pour de grandes covariances ou des lois multimo-
dales, incapacite´ a` ge´rer des lois a` espe´rance multiple).
Nous nous sommes ensuite focalise´s sur un cas particulier de ces techniques : le tenseur
d’une normale ale´atoire, et avons montre´ comment il permet de synthe´tiser de fac¸on
line´aire l’information sur l’espe´rance et la covariance d’une normale ale´atoire non-oriente´e.
Ce tenseur a permis, moyennant quelques modifications mineures, de donner une ex-
plication the´orique cohe´rente a` la technique de vote de tenseurs introduite de fac¸on heu-
ristique par Me´dioni et al. pour interpoler les tangentes ou les normales dans un nuage de
points non-oriente´s issu d’une courbe ou d’une surface.
Il reste maintenant a` expliquer la suite des techniques de vote de tenseurs de´veloppe´es
par Me´dioni pour l’estimation des courbures des surfaces et la reconstruction de surfaces.
Une telle explication pourrait en effet permettre de corriger ses algorithmes (en indiquant
par exemple quand et comment utiliser des statistiques rigoureuses lorsque le tenseur
s’ave`re inapproprie´), ouvrir la voie a` une the´orie des surfaces probabilistes et permettre
le de´veloppement de nouvelles applications base´es sur le vote de tenseur (pour la fusion
et le recalage de surfaces notamment).
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Nous venons de nous inte´resser aux normales ale´atoires, et avons en particulier justifie´
l’utilisation des tenseurs pour calculer leurs moyennes et leurs covariances. Nous pouvons
maintenant nous inte´resser aux points oriente´s ale´atoires, et plus particulie`rement a` ceux
qui proviennent d’une courbe ou d’une surface e´chantillonne´e. En-effet, qu’ils s’agisse d’un
point muni de sa tangente pour une courbe ou d’un point muni de sa normale pour une
surface, il donne une information particulie`re que nous n’avons pas encore vraiment prise
en compte : il indique l’espace tangent de la surface. Et ceci peut aider a` pre´voir la position
d’un autre point e´chantillonne´ sur la meˆme surface.
Nous allons donc dans ce chapitre chercher des mode`les statistiques qui, au travers
d’une loi de probabilite´ p(si|mj), indiquent ou` peut potentiellement se trouver un point
si lorsqu’on connaˆıt un point mj de la surface, en tenant compte des trois phe´nome`nes
ale´atoires suivants : la forme de la surface, la fac¸on dont est re´alise´ l’e´chantillonnage, le
bruit de mesure. Nous voudrons par contre nous abstraire de la position de la surface et
chercherons donc une approche invariante par transformation rigide (i.e. qui donne les
meˆmes re´sultats lorsqu’on change de repe`re).
Les mode`les ainsi de´rive´s pourront par exemple eˆtre utilise´s pour adapter le terme
p(si|mj,T ) = p(T ? si|mj) sur lequel repose les algorithmes ICP et ICP/EM (voir par
exemple l’eq. 4.1). Mais ils de´passent de loin le simple cadre du recalage : leur mise au
point fait appel a` des notions provenant de domaines tre`s diffe´rents, et ils sont susceptibles
d’eˆtre utilise´s dans de nombreuses autres applications sur les surfaces e´chantillonne´es. Ils
permettraient en-effet, par le biais d’algorithmes baye´siens, de prendre intrinse`quement le
bruit en compte, et donc d’obtenir des re´sultats plus robustes que les approches de´termi-
nistes lorsque les donne´es sont bruite´es.
8.1.2 E´tat de l’art
D’un point de vue the´orique, il n’existe malheureusement pas a` l’heure actuelle de
mode´lisation probabiliste comple`te pour les courbes ou les surfaces. Les travaux qui s’en
rapprochent le plus sont les travaux sur les fonctions ale´atoires de la forme y = f(x) [Rice
and Silverman, 1991]. Mais ils font jouer un roˆle tre`s diffe´rent au parame`tre x et a` la
valeur y et ne sont donc pas invariants par rotation.
Il existe cependant, d’un point de vue plus applicatif, les travaux base´s sur la notion
de saillance (que l’on peut pre´senter comme la “vraisemblance”d’un e´le´ment de courbe ou
de surface), introduite par [Sha’ashua and Ullman, 1988] et qui a connu de nombreuses
variantes [Williams and Thornber, 2000]. Ces me´thodes pre´sentent de nombreuses quali-
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te´s :
– Elles concernent des applications tre`s diffe´rentes : reconstruction de surface [Me´dioni
et al., 2000], comple´tion de courbes [Williams and Jacobs, 1997], lissage [August,
2001] et segmentation [Williams and Thornber, 2000] d’images 2D.
– Elles sont invariantes par transformation rigide.
– Elles pre´sentent souvent de bonnes proprie´te´s lorsque l’on change l’e´chelle.
– Elles donnent des re´sultats pertinents en pre´sence de bruits, meˆmes importants.
La diversite´ des me´thodes et la qualite´ des re´sultats obtenus en pre´sence de bruit nous
ont amene´s a` nous inte´resser a` cette notion de saillance. Nous nous sommes en particulier
focalise´s sur deux sous-ensembles de ces me´thodes.
Les me´thodes de l’e´quipe de Me´dioni [Me´dioni et al., 2000] reposant sur le vote de
tenseurs en 3D : il s’agit des seuls travaux en 3D, axe´s principalement sur la reconstruction
de courbes et surfaces. Ces techniques ont donne´ de remarquables re´sultats en pre´sence
d’un nombre e´leve´ de points aberrants. C’est en cherchant a` comprendre quel mode`le
the´orique pouvait se cacher derrie`re les heuristiques utilise´es que nous avons commence´
nos recherches sur la saillance.
Nous nous sommes aussi inte´resse´s aux me´thodes 2D reposant sur le “Stochastic Com-
pletion Field”, SCF en abre´ge´ (voir section 8.5.2) : leur particularite´ est en-effet de donner
une de´finition de la saillance ve´ritablement base´e sur un mode`le probabiliste des courbes.
8.1.3 Approche et organisation du chapitre
Nous allons ici prolonger ces diffe´rents travaux sur la saillance. On s’attachera surtout
a` de´gager les ide´es principales qui pourraient, a` l’avenir, permettre la mise en place d’une
the´orie unifie´e et plus ge´ne´rale. Pour ne pas surcharger ce chapitre, nous utiliserons les
mode`les les plus simples (en ge´ne´ral base´s sur des gaussiennes), et, dans le but de faciliter
leur compre´hension et leur utilisation, nous essayerons d’obtenir des formules simples,
quitte a` faire quelques approximations.
Notre de´marche suivra les grandes ide´es pre´sente´es au de´but de la deuxie`me partie de
cette the`se (voir page 155) :
– Nous verrons dans un premier temps (section 8.2) que nous travaillerons avec des
nuages de points semi-oriente´s non structure´s (pour les courbes, les points et la
direction de la tangente de la courbe en ce point) ou de surface (un point et la
direction de la normale a` la surface en ce point). Nous verrons alors comment assurer
l’invariance par transformation rigide, et comment repre´senter la probabilite´ d’un
point semi-oriente´ connaissant un autre point semi-oriente´ de la courbe ou la surface.
– Nous pre´senterons ensuite un premier exemple de mode`le (section 8.3), qui montre
comment on peut calculer la probabilite´ qu’une primitive appartienne a` la surface,
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lorsqu’on a mesure´ une (et une seule) autre primitive appartenant a` la meˆme surface.
On utilisera pour cela trois sous-mode`les, qui de´crivent l’e´chantillonnage, la forme
de la surface et le bruit de mesure.
– Nous de´taillerons ensuite le roˆle et les diffe´rentes variantes de ces trois sous-mode`les :
e´chantillonnage (section 8.4), forme de la surface (section 8.5) et bruit de mesure
(section 8.6). Nous obtiendrons ainsi un mode`le the´orique ge´ne´ral.
– Nous comparerons et ajusterons ce mode`le ge´ne´ral aux lois empiriques observe´es sur
les donne´es re´elles (section 8.7).
– Nous verrons, dans les grandes lignes, comment utiliser ces mode`les pour adapter
les applications qui nous ont inspire´, en leur donnant une interpre´tation purement
statistique (section 8.8). Ceci sera en particulier l’occasion de voir comment calculer
et utiliser la probabilite´ d’une primitive lorsqu’on connaˆıt non pas une mais plusieurs
primitives de´ja` mesure´es sur la surface.
– Nous ferons enfin le lien avec la premie`re partie de cette the`se, en incorporant ces
mode`les dans nos algorithmes de recalage (section 8.9).
8.2 Repre´sentation des courbes et surfaces e´chan-
tillonne´es
Nous souhaitons donc travailler sur une courbe ou une surface e´chantillonne´e, i.e.
connue via un certain nombre de primitives repre´sentant des mesures bruite´es (voire aber-
rantes) d’e´le´ments de cette courbe ou surface. Il faut donc avant tout se demander sur
quel type de repre´sentation nous allons nous baser par la suite. Nous introduirons cette
section en expliquant le choix des points semi-oriente´s (i.e. munis d’un vecteur unitaire
non-oriente´) et non structure´s comme primitive de travail (section 8.2.1). Nous adapterons
alors certains re´sultats du chapitre pre´ce´dent pour les points semi-oriente´s : nous e´tudie-
rons leur ge´ome´trie vis-a`-vis de l’ensemble des transformations rigides (section 8.2.2), et
verrons comment repre´senter une loi de probabilite´ pour un point semi-oriente´ ale´atoire
par un champ de tenseur (section 8.2.3).
8.2.1 Type de primitive utilise´e
Nous allons commencer par nous interroger sur les diffe´rentes repre´sentations possibles
des surfaces e´chantillonne´es. Elles peuvent se distinguer par le type de primitive et le type
de structuration utilise´s.
La structuration indique comment on relie les primitives entre elles pour former des
morceaux de surface. Il peut s’agir par exemple d’une triangulation. Mais celle-ci peut eˆtre
comple`tement fausse´e (et donc tre`s trompeuse) de`s qu’elle inclut des points aberrants. De
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plus, certains nuages que nous utilisons (les pointe´s per-ope´ratoires) ne sont absolument
pas structure´s. Nous ne chercherons donc pas ici a` utiliser la structuration lorsqu’elle
celle-ci est pre´sente.
Il ne nous reste donc que l’information donne´e par les primitives qui ont e´te´ mesure´es
sur la courbe ou la surface. Cette information peut-eˆtre de plusieurs ordres diffe´rents :
– A l’ordre 0 : on ne conside`re alors que la position du point.
– A l’ordre 1 : on conside`re, en plus de la position du point, l’espace tangent au point,
et donc la direction de la tangente a` la courbe ou de la normale a` la surface.
– A l’ordre 2 : on conside`re alors, en plus de la position et de l’orientation, les variations
d’orientation, i.e. la courbure de la courbe ou les courbures de la surface.
Nous souhaitons aller au-dela` de l’ordre 0. En-effet, en l’absence de structuration, la
position d’un unique point ne donne aucune information sur la forme locale de la
surface (le point indique juste que la surface passe par la`). Il faut donc regarder
la position relative de plusieurs points pour obtenir une telle information. C’est par
exemple le principe des travaux base´s sur les voisins naturels [Amenta and Bern, 1999;
Boissonnat and Cazals, 2000] qui permet en fait de structurer les points pre´alablement a`
toute e´tude. Mais ces travaux sont fondamentalement non probabilistes (ils ne prennent
pas en compte un e´ventuel bruit) et en pratique tre`s sensibles aux points aberrants.
Aussi souhaitons-nous prendre au moins en compte l’information a` l’ordre 1. En-effet,
un seul point semi-oriente´ permet alors de connaˆıtre l’espace tangent et donne donc une
premie`re information sur la forme locale de la surface 24. Les travaux qui l’utilisent, no-
tamment ceux base´s sur la notion de saillance, ont donne´ des re´sultats de´ja` plus pertinents
en pre´sence de bruit, et se rapprochent donc de nos pre´occupations. Rappelons que, si
les normales ne sont pas disponibles dans les donne´es, nous disposons de´ja` de techniques
permettant de les interpoler (section 7.4 et 8.8.3).
Quant aux informations d’ordre 2, elles permettent de ve´ritablement connaˆıtre la forme
locale de la surface, et permettraient donc d’affiner nos mode`les. Mais nous n’en disposons
pas sur nos nuages. Il existe bien des techniques permettant de les interpoler (nous revien-
drons sur ce point a` la section 8.8.3), mais nous avons pre´fe´re´ nous limiter ici a` l’ordre 1.
L’utilisation de l’ordre 2 ou d’ordres supe´rieurs restera pour nous une perspective.
8.2.2 Invariance par transformation rigide
Nous souhaitons, avec nos points oriente´s, former une the´orie invariante par transfor-
mation rigide. En pratique, nous utiliserons la condition d’invariance sur une fonction sca-
24. Notre utilisation du terme forme pour de´signer l’emplacement de la surface est un peu abusive. On
utilise en effet ge´ne´ralement ce terme pour de´signer les invariants de la surface, et donc en particulier les
informations d’ordre 2, mais pas les informations d’ordre 1 (l’espace tangent tourne lorsqu’on applique
une rotation, et n’est donc pas invariant).
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laire de deux points oriente´s g((m,nm),(s,ns)) (par exemple la distance d((m,nm),(s,ns))
ou la probabilite´ conditionnelle p((s,ns)|(m,nm))), qui devra donc suivre la proprie´te´ sui-
vante :
∀T g((m,nm),(s,ns)) = g(T ? (m,nm),T ? (s,ns))
On va assurer cette proprie´te´ en l’utilisant pour re´duire au maximum le domaine de
de´finition de g : on commence par appliquer la translation t = −m pour ramener m en
l’origine. On peut alors se contenter de de´finir g pour m = 0. On calculera ensuite g pour
un point m quelconque avec g((m,nm),(s,ns)) = g((0,nm),(s−m,ns)). On peut de meˆme
ramener la normale nm sur la normale origine n0, en appliquant une rotation adapte´e
25
(voir figure 8.1 gauche).
En pratique, utiliser une transformation rigide pour ramener (m,nm) sur l’origine re-
vient a` travailler dans le repe`re d’origine m et dont l’un des axes est indique´ par nm. Nous
travaillerons par la suite dans ce repe`re, avec les axes suivants :
– Pour les courbes, notre convention est d’aligner la tangente tm sur l’axe x. C’est
donc y (ou y′ =
√
y2 + z2 en 3D) qui donne la norme de la composante de ms
perpendiculaire au plan tangent, et x qui donne la norme de la composante dans
l’espace tangent.
– Pour les surfaces, notre convention est d’aligner la normale nm sur l’axe y. C’est donc
y qui donne la norme de la composante de ms perpendiculaire au plan tangent, et
x′ =
√
x2 + z2 qui donne la norme de la composante dans l’espace tangent.
Pour les surfaces, on peut encore ramener le point s = (x,y,z) dans le plan xy, en appli-
quant la rotation d’axe y (qui laisse donc nm inchange´) et d’angle −atan2(z,x). Pour les
courbes en 3D, on rame`nera de meˆme s dans le plan xy, en appliquant la rotation d’axe
x (qui laisse donc tm inchange´) et d’angle −atan2(z,y) (voir figure 8.1 droite).
Dans le cas semi-oriente´, on peut enfin se ramener au demi-plan x ≥ 0 en appliquant
la syme´trie autour de l’origine en 2D et autour de n0 en 3D.
En conclusion, on peut se ramener a` l’e´tude de g pour (m,nm) situe´ en l’origine et s
situe´ dans le plan xy. Ensuite, pour une paire de points (m,nm) et (s,ns) quelconques, on
cherche la transformation rigide T−1 qui rame`ne (m,nm) sur l’origine et s dans le plan xy,
et on peut calculer la fonction g pour cette paire de point :
g((m,nm),(s,ns)) = g((0,n0),T
−1 ? (s,ns))
L’invariance par transformation rigide est ainsi assure´e par construction.
Il faudra parfois conside´rer les autres syme´tries du proble`me, comme les syme´tries par
rapport a` la droite n0 en 2D et par rapport aux plans contenant n0 en 3D, qui pourront
25. Comme R−1n0nm , l’inverse de la fonction placement canonique pour les normales, d’axe perpendiculaire
a` n0 et nm et d’angle (n̂0,nm), voir section 7.2
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Fig. 8.1 – Construction de la transformation rigide permettant de ramener (m,nm) a`
l’origine et s dans la plan xy :
On applique d’abord la translation permettant de ramener m a` l’origine et la rotation
permettant d’aligner nm sur l’axe y (passage de la figure de gauche a` la figure du milieu).
Puis on applique la rotation autour de nm permettant de ramener s dans le plan xy
(passage de la figure du milieu a` la figure de droite).
permettre de restreindre encore le domaine de de´finition de g a` y ≥ 0. Ces syme´tries
pourront aussi permettre de trouver des conditions ne´cessaires supple´mentaires sur g.
Remarque pour l’imple´mentation
En fin de compte, on a applique´ la transformation :
T−1 = (Rn0.atan2(z,y),0)
−1 ◦ (Rn0nm ,m)−1 avec T = (Rn0nm ,m) ◦ (Rn0.atan2(z,y))









 cos θsin θ. cosα
sin θ. sinα
 θ = (n̂m,ns) α = ( ̂Π⊥nm(s−m),Π⊥nmns)
et on peut finalement calculer g :
g((m,nm),(s,ns)) = g(T ? (0,n0),T ? (s′,ns′)) = g((0,n0),(s′,ns′))
Pour finir, on peut calculer les de´rive´es de g, qui seront par exemple ne´cessaires pour imple´-








ou` R = Rn0nm ◦ Rn0.atan2(z,y) est la partie rotation de la fonction T . Enfin, en 3D, on

















8.2. Repre´sentation des courbes et surfaces e´chantillonne´es
On pourra ainsi se contenter de calculer les de´rive´s par rapport a` x et y.
8.2.3 Point semi-oriente´ ale´atoire et champ de tenseurs
Nous allons manipuler dans ce chapitre des points semi-oriente´s ale´atoires. Un tel point
sera alors repre´sente´ par une loi de probabilite´ p(s,ns) sur sa position et son orientation.
Pour l’interpre´ter, nous la diviserons souvent en :
– la loi de probabilite´ marginale sur la seule position du point, donne´e en inte´grant,





– la loi de probabilite´ sur l’orientation, connaissant la position du point :
p(ns|s) = p(s,ns)
p(s)
La loi pourra alors eˆtre retrouve´e par :
p(s,ns) = p(ns|s).p(s)
Remarque pour l’imple´mentation
En pratique, pour stocker une loi de probabilite´ sur un point semi-oriente´ ale´atoire, il faudrait
discre´tiser l’espace des points semi-oriente´s, qui est de dimension 2D − 1 (3 en 2D et 5 en
3D). Cette forte dimension nous obligerait a` limiter conside´rablement la re´solution de cette
discre´tisation pour tenir dans la me´moire des ordinateurs. Or nous avons vu au chapitre
pre´ce´dent que nous pouvons synthe´tiser dans un seul tenseur syme´trique une loi sur une
normale ale´atoire (ce tenseur permet alors de retrouver la moyenne et la covariance de la
normale) ainsi qu’une information supple´mentaire (le tenseur est de trace unitaire, on peut
donc le multiplier par un scalaire). Dans notre cas, on peut ainsi stocker, pour un point
s, la loi de probabilite´ sur l’orientation p(ns|s) connaissant le point (qui donne un tenseur
T (ns|s) de trace unitaire) et la probabilite´ sur la seule position du point p(s) (en multipliant
ensuite le tenseur T (ns|s) par p(s)). C’est ce que nous allons faire ici en chaque point de
l’espace, ce qui nous permettra de repre´senter une loi sur l’ensemble des points semi-oriente´s
en dimension D par un champ de tenseur de meˆme dimension. Cette astuce est bien suˆr
directement inspire´ des champs de vote de Me´dioni.
Soit donc une loi de probabilite´ p(s,ns) sur l’ensemble des points semi-oriente´s. Pour chaque




Que l’on multiplie ensuite par la probabilite´ du point s toutes orientations confondues, pour
obtenir le champ de tenseur qui repre´sente p(s,n) :
T (s) = p(s).T (ns|s)
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Remarquons que, comme p(s).p(ns|s) = p(s,ns), on peut directement calculer le tenseur




On peut, a` partir de ce tenseur, retrouver la probabilite´ du point s toutes normales confon-




et retrouver le tenseur associe´ a` la probabilite´ de l’orientation connaissant la position, en











En re´sume´, pour un point de l’espace s, la trace du tenseur T (s) repre´sente la probabilite´
du point, et la forme du tenseur repre´sente la probabilite´ de la normale en ce point.
Enfin, il faut adapter les re´sultats de la section pre´ce´dente : lorsqu’on calculera la probabilite´
conditionnelle p((s,ns)|(m,nm)), on utilisera p((s,ns)|(m,nm)) = p(T ? (s′,ns′)|T ? (0,n0)) =
p((s′,ns′)|(0,n0)). On a alors, au niveau des tenseurs :
T (s) = T (T ? s′) = R.T (s′).Rt
ou` R est la partie rotation de la transformation T .
8.3 Premier exemple : mode´lisation d’une surface
plane
Nous allons maintenant mode´liser l’information donne´e par la connaissance de la po-
sition et l’orientation (m,nm) d’un point de la surface. Nous le ferons en calculant la loi
de probabilite´ p((s,ns)|(m,nm)) sur la position et l’orientation potentielle d’une seconde
primitive (s,ns) mesure´e sur la meˆme surface. Nous appellerons cette loi probabilite´ d’une
primitive connaissant une autre primitive.
Le but est ici de montrer comment on obtient cette loi de probabilite´ on me´langeant
les 3 phe´nome`nes ale´atoires (e´chantillonnage, forme et bruit de mesure). Nous le ferons
dans cette section en prenant pour chacun d’eux l’exemple le plus simple (e´chantillonnage
simple, forme affine et bruit de mesure gaussien). Des exemples plus complexes seront
ensuite pre´sente´s dans les sections suivantes.
Pre´cisons que nous calculerons toutes les lois de probabilite´s a` une constante multipli-
cative pre`s, pour alle´ger les notations. Cette constante pourra eˆtre retrouve´e, lorsqu’elle
sera ne´cessaire (par exemple lorsqu’on utilisera plusieurs mode`les diffe´rents dans la meˆme
application), en normalisant la loi de probabilite´.
8.3.1 Prise en compte de la forme et de l’e´chantillonnage
Nous connaissons donc une premie`re primitive (m,nm) mesure´e sur la surface, et sou-
haitons en de´duire une loi de probabilite´ p((s,ns)|(m,nm)) pour une deuxie`me primitive
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mesure´e sur la meˆme surface. Supposons dans un premier temps qu’il n’y a pas de bruit
de mesure. Deux phe´nome`nes ale´atoires conditionnent alors le placement de (s,ns) :
– La fac¸on dont est e´chantillonne´e la surface : elle influence l’e´loignement entre le
point s et le point m. Cet e´loignement, note´ u, sera pour l’instant e´gal a` la dis-
tance euclidienne 26. Avec un e´chantillonnage uniforme (tel que celui des pointe´s
per-ope´ratoires), aucune distance n’est privile´gie´e. En revanche, avec un e´chantillon-
nage re´gulier (tel que celui du Picza, ou` les points sont re´partis sur une grille), des
distances privile´gie´es peuvent apparaˆıtre (en fonction du pas de la grille).
– La forme de la surface : elle influence la dispersion de (s,ns) autour du plan tangent
donne´ par (m,nm), en fonction de l’e´loignement entre le point (s,ns) et le point
(m,nm). Pour une surface plane, les points (s,ns) devront rester sur le plan tangent.
Pour une surface courbe, il pourront se disperser de plus en plus autour du plan
tangent lorsqu’on s’e´loigne de (m,nm).
Il nous faut mode´liser ces deux phe´nome`nes. Nous le ferons toujours par le biais de deux
lois de probabilite´s :
– Pour l’e´chantillonnage : il s’agira d’une loi de probabilite´ pu(u) sur l’e´loignement
entre les deux primitives.
– Pour la forme de la surface : il s’agira d’une loi de probabilite´ p((s,ns)|(m,nm),u) qui
indique la re´partition des points (s,ns) en fonction de (m,nm) pour un e´loignement
u connu.
Ces deux e´le´ments sont me´lange´s via le the´ore`me des probabilite´s totales, pour tenir




On obtient ainsi la premie`re version (sans bruit de mesure) de la loi d’une primi-
tive connaissant une autre primitive. Nous allons maintenant l’illustrer avec un mode`le
d’e´chantillonnage quelconque et un mode`le de forme affine. Nous verrons ensuite comment
rajouter le bruit de mesure.
8.3.2 Exemple de l’approximation affine
Le mode`le de forme le plus simple est le sous espace affine (droite en 2D, droite ou
plan en 3D). Par mode`le, il faut entendre que nous allons supposer que notre courbe ou
surface est un sous espace affine (que notre courbe est une droite, que notre surface est
26. On verra plus loin que l’e´loignement u correspond en fait a` la distance sur la surface, i.e. la longueur
de la ge´ode´sique entre les points s etm. Dans le cas affine, la ge´ode´sique suit une ligne droite, et on retrouve
donc la distance euclidienne. Ensuite, plus la surface est courbe et plus leur longueur et donc l’e´loignement
augmentent. Mais nous garderons alors souvent la distance euclidienne comme approximation.
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un plan) et qu’elle passe par le point (m,nm) que nous connaissons. Bien suˆr, il ne faut
pas s’attendre avec un mode`le si simple a` de bons re´sultats lorsqu’on travaillera avec des
courbes ou surfaces ve´ritablement courbe´es. Il pourra par contre suffire sur des surfaces
relativement planes (comme l’os de la maˆchoire) voire comple`tement planes (comme les
pie`ces usine´es qui sont souvent utilise´es pour les e´tudes me´trologiques).
Pour le mode`le d’e´chantillonnage, on peut d’ores et de´ja` conside´rer une loi pu quel-
conque 27.
8.3.2.1 Droite de´terministe
Supposons donc que nous sommes en pre´sence d’une droite passant par m et dont la
direction tm est connue.
E´loignement connu On va d’abord envisager le cas le plus simple, celui ou` l’e´loigne-
ment u est connu. L’e´loignement correspond ici a` la distance (signe´e) entre les deux points
m et s :
On sait qu’on est parti de m dans la direction tm, et qu’on n’a pas change´ de cap
(puisqu’on est sur une droite). On arrive donc au point s, donne´ par ms = u.tm, et
l’orientation en ce point reste inchange´e. On a donc :
(s,ts) = (m+ u.tm,tm)
qui se re´-exprime par la loi de probabilite´ suivante :
p((s,ts)|(m,tm),u) = δu(‖ms‖).δu.tm(ms).δtm(ts)
Cette loi ne laisse en fait que deux possibilite´s e´quiprobables, (s,ts) = (m+ u.tm,tm) et le
syme´trique (s,ts) = (m− u.tm,tm).
Remarque pour l’imple´mentation
Cette loi est repre´sente´e par le champ de tenseur suivant :
T (s|(m,nm),u) = δu(‖ms‖).δu.tm(ms).tm.ttm
27. Le choix de pu, discute´ en de´tail dans la section 8.4, de´pend surtout de l’application. Pour le recalage,
on utilisera en ge´ne´ral un mode`le gaussien, qui permet de de´favoriser les points plus e´loigne´s, pour lesquels
l’approximation plane est moins bonne.
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qui indique a` la fois que la direction est impose´e ts = tm, et que la point est impose´ par
ms = u.tm.
E´loignement quelconque On effectue maintenant le me´lange entre la loi sur l’e´chan-
tillonnage pu(u) et la loi sur la forme p((s,ts)|(m,nm),u) :
p((s,ts)|(m,tm)) =
∫
p((s,ts)|(m,tm),u).pu(u)du = pu(‖ms‖).δ‖ms‖tm(ms).δtm(ts) (8.1)
On obtient ainsi la loi sur la primitive connaissant une primitive, qui montre que les
primitives (s,ts) sont re´parties sur la droite donne´e par (m,tm) avec un e´loignement qui
suit la loi indique´e par pu.
8.3.2.2 Plan de´terministe
Supposons maintenant que nous sommes en pre´sence d’un plan (ou plus ge´ne´ralement
d’un hyperplan) donne´ par un premier point oriente´ (m,nm) connu.
E´loignement connu Comme dans le cas pre´ce´dent, la normale reste inchange´e. On a
donc de´ja` ns = nm, et le point s doit ve´rifier (ms|nm) = 0 pour eˆtre situe´ dans le plan
(m,nm). Lorsque nous connaissons l’e´loignement u = ‖ms‖, il devient aise´ de savoir ou`
peut se trouver le point s. En 3D, les points s potentiels se re´partissent sur un cercle (de
centre m, de rayon u et situe´ dans le plan perpendiculaire a` nm). De plus, la re´partition,
en termes de probabilite´, doit eˆtre uniforme sur ce cercle, pour respecter l’invariance par
transformation rigide (ici les rotations autour de l’axe (m,nm), d’angles quelconques).
On obtient donc :
p ((s,ns)|(m,nm),u) = δu (‖ms‖) .δ0 ((nm|ms)) .δnm(ns)




p((s,ts)|(m,tm),u).pu(u)du = pu(‖ms‖).δ0 ((nm|ms)) .δnm(ns)
(8.2)
Remarque sur le calcul pre´ce´dent
Le calcul qui pre´ce`de cache en fait une petite complication. En-effet, la constante de normali-
sation pour la loi a` e´loignement connu n’est pas fixe, mais varie en fonction de la circonfe´rence
du cercle (et donc en fonction de de l’e´loignement u = ‖ms‖). Il faudrait donc e´crire :
p′ ((s,ns)|(m,nm),u) = δu (‖ms‖) .δ0 ((nm|ms)) .δnm(ns)‖ms‖
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Si on me´langeait maintenant avec une loi uniforme sur l’e´loignement, on obtiendrait :
δ0 ((nm|ms)) .δnm(ns)
‖ms‖
Cette densite´ de probabilite´ de´croˆıt lorsqu’on s’e´loigne du point connu. Mais ce n’est pas la`
ce qu’on attendait avec un e´chantillonnage uniforme.
Pour re´soudre ce proble`me, il faut modifier aussi la loi de probabilite´ sur l’e´loignement.
Le nombre de point situe´s a` un e´loignement u est, sur le plan, proportionnel a` u. On a
donc u fois plus de chances d’e´chantillonner un point a` cet e´loignement, et la loi sur u
devient : p′u(u) = u.pu(u). Lorsqu’on me´lange les deux lois corrige´es, la division par ‖ms‖ et
la multiplication par u se compensent, et on obtient bien :
p((s,ts)|(m,tm)) =
∫
p′((s,ts)|(m,tm),u).p′u(u)du = pu(‖ms‖).δ0 ((nm|ms)) .δnm(ns)
8.3.3 Ajout d’un bruit de mesure sur la position du point -
points semi-anisotropes
Nous avons suppose´ jusqu’a` maintenant que le point (m,nm) e´tait parfaitement connu.
Mais en pratique, les points que nous mesurons sur une surface sont corrompus par un
bruit, duˆ a` la me´thode d’acquisition, que ce soit l’outil qui a servi a` mesurer les points
(par exemple les nuages per-ope´ratoires) ou l’algorithme qui a servi a` segmenter la surface
(par exemple a` partir du scanner). Nous allons maintenant prendre en compte le bruit
sur la position du point m. Nous apporterons ainsi une nouvelle justification aux bruits
semi-anisotropes utilise´s pour le recalage dans la section 5.3.
Supposons donc que l’emplacement du point m est corrompu par un bruit additif em
qui suit une loi de probabilite´ pm(em)
28. On applique alors tout simplement le the´ore`me





Mais on peut toujours utiliser la translation de vecteur −em pour ramener le point bruite´




p((s− em,ns)|(m,nm)).pm(em).dem = p ((s,ns)|(m,nm)) ∗ pm
On aura bien suˆr reconnu le produit de convolution.
Ce re´sultat est inte´ressant car il donne une base the´orique aux bruits semi-anisotropes
pre´sente´s a` la section 5.3. En-effet, nous composons la` :
– Un bruit conse´quence de l’e´chantillonnage, mode´lise´ par la probabilite´ sur l’e´loigne-
ment pu, et de la forme plane de la surface. Ce bruit est tangent a` la courbe ou
28. Nous utiliserons en ge´ne´ral un mode`le gaussien isotrope, car il est bien adapte´ a` la plupart des outils
utilise´s pour mesurer un point sur une surface.
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situe´ dans le plan tangent a` la surface, et dans ce dernier cas, il doit eˆtre isotrope
dans le plan (pour respecter l’invariance par transformation rigide). Avec un mode`le
gaussien pour pu
29, cela se traduira par une loi gaussienne sur s avec une covariance
de la forme Σ = σ2u.(tm.t
t
m) pour une courbe et Σ = σ
2
u.(Id− nm.ntm) pour un plan.
– Un bruit de mesure, mode´lise´ par pm. On utilisera en ge´ne´ral un bruit blanc additif
gaussien et isotrope de variance σ2m.
Dans le cas simple (gaussien isotrope), on obtient donc finalement pour s un bruit gaussien
de variance σ2n = σ
2






u dans le plan tangent. On
justifie donc ainsi la de´finition de nos points semi-anisotropes.
8.3.4 Ajout d’un bruit de mesure sur l’orientation
Nous allons maintenant revenir a` un point m parfaitement connu pour examiner le cas
ou` c’est l’orientation qui est mal connue. Nous conclurons en montrant comment tenir a`
la fois compte d’un bruit sur l’orientation et la position.
8.3.4.1 Prise en compte d’un bruit sur l’orientation - cas d’une droite
On peut aborder le proble`me de la meˆme fac¸on que pour le bruit sur la position.
On obtient alors une convolution du mode`le de´terministe par rapport a` la loi du bruit
sur l’orientation. Mais les calculs sont assez techniques, a` cause de l’aspect non-line´aire
des orientations. Nous allons donc pre´senter une autre approche, strictement e´quivalente
mais plus directe, en supposant directement que l’orientation au point connu suit une loi
centre´e autour de la valeur mesure´e et repre´sentative du bruit (dans le cas d’un bruit
gaussien additif et centre´, il s’agira donc d’une loi gaussienne centre´e), et en re-de´rivant
notre mode`le en prenant cette loi en compte.
Supposons donc que nous sommes en pre´sence d’une droite passant parm et dont la di-
rection t suit une loi probabiliste centre´e autour de tm. On raisonne d’abord a` e´loignement
u connu. Nous travaillerons dans un premier temps en 2D et en coordonne´es polaires : les
coordonne´es du point semi-oriente´ (s,ts) seront les coordonne´es polaires (r,θ,α) autour de
(m,tm) :
La loi de probabilite´ sur l’orientation effective de la droite (e´gale a` ts) sera donne´e au
travers d’une densite´ de probabilite´ note´e pθ sur l’angle θ entre ts et l’orientation au point
29. Rappelons que le choix de pu, discute´ en de´tail dans la section 8.4, de´pend surtout de l’application.
Pour le recalage, on utilise en ge´ne´ral un mode`le gaussien, qui permet de de´favoriser les points plus
e´loigne´s, pour lesquels l’approximation plane est moins bonne.
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connu tm. La probabilite´ du point est alors :
p(r,θ,α|u) = δu(r).pθ(θ).δθ(α)






Soit, en utilisant directement (s,ts) et la loi de probabilite´ sur tm donne´e par la densite´
de probabilite´ ptm , et en ge´ne´ralisant en dimension D quelconque
31 :
p((s,ts)|(m,tm),u) = δu(‖ms‖). ptm(ts)‖ms‖D−1 .δms/‖ms‖(ts)







p ((s,ts)|(m,tm)) = pu(‖ms‖). ptm(ts)‖ms‖D−1 .δms/‖ms‖(ts)
8.3.4.2 Prise en compte d’un bruit sur l’orientation - cas d’un plan
Supposons maintenant que nous sommes en pre´sence d’un plan (ou plus ge´ne´ralement
d’un hyperplan) passant par m et dont la normale n suit une loi de densite´ pn.
On obtient, pour un e´loignement connu (le de´tail des calculs est donne´ dans l’annexe
D.1) :
p ((s,ns)|(m,nm),u) = δu(‖ms‖).δ0((ns|ms))‖ms‖ .pnm(ns)
On prend ensuite en compte la loi a-priori sur les e´loignements :
p ((s,ns)|(m,nm)) = pu(‖ms‖).δ0((ns|ms))‖ms‖ .pnm(ns) (8.4)
8.3.4.3 Prise en compte des deux bruits
On peut enfin prendre en compte a` la fois un bruit sur l’orientation et la position,
lorsqu’ils sont inde´pendants. Il suffit en-effet de prendre en compte le bruit sur l’orientation
30. On a r =
√
x2 + y2 et θ = arcsin(y/r) (qu’on peut approcher par y/r), et le jacobien du passage
entre les deux syste`mes de coordonne´es est le coefficient d’e´chelle 1/r.
31. La seule diffe´rence en dimension supe´rieure a` 2 est alors dans le jacobien, i.e. le coefficient d’e´chelle
qui est de la forme rD−1.
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(cf cette section), puis de lui appliquer la convolution avec le bruit sur la position (section
pre´ce´dente). Nous y reviendrons dans la section consacre´e aux bruits de mesure, pre´fe´rant
ici tirer les conclusions de notre mode`le affine.
8.3.5 Discussion
Nous avons montre´, sur un exemple simple, la de´marche que nous suivrons syste´mati-
quement pour construire nos mode`les :
– Mode´liser l’e´chantillonnage, par le biais d’une loi pu(u) sur l’e´loignement.
– Mode´liser la forme de la courbe ou la surface, par la biais d’une loi p((s,ns)|(m,nm),u)
sur la position d’une primitive, connaissant une autre primitive et l’e´loignement qui
les se´pare.




– Mode´liser le bruit de mesure en orientation par une loi pnm(n) centre´e autour de
l’orientation du point d’entre´e nm, et adapter le mode`le pre´ce´dent.
– Mode´liser le bruit de mesure en position par une loi additive pm(em) et la convoluer
au mode`le pre´ce´dent :
p′((s,ts)|(m,tm)) = p((s,ts)|(m,tm)) ∗ pm
Cette de´marche est celle que nous suivrons syste´matiquement par la suite. Il faudra cepen-
dant se rappeler qu’elle fait implicitement l’hypothe`se que les bruits de mesures sont inde´-
pendants de l’e´chantillonnage et la forme. Ceci ne sera pas toujours vrai (nous illustrons
ce proble`me sur l’exemple de l’e´chantillonnage du Picza, section 8.4.4), mais l’adaptation
de notre de´marche a` ces cas proble´matiques ne restera pour nous qu’une perspective.












pour un plan en 3D. Celle-ci montre comment on me´lange la loi sur l’e´chantillonnage pu,
la loi sur la forme δ‖ms‖.tm(ms) ou δ0((ns|ms)), et les lois sur le bruit de mesure pm et
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pnm .
8.4 Loi sur l’e´loignement - Mode`le d’e´chantillonnage
Nous allons maintenant de´tailler, une par une, les trois composantes de notre mode`le :
l’e´chantillonnage, la forme et le bruit de mesure. La loi sur l’e´chantillonnage joue un roˆle
un peu spe´cial, car elle de´pend beaucoup du contexte.
Ainsi, lorsqu’on cherche a` identifier le mode`le d’e´chantillonnage (i.e. la loi sur l’e´loi-
gnement entre les points) sur une surface, on pourra trouver :
– Une loi uniforme, comme avec les pointe´s per-ope´ratoires.
– Une loi beaucoup plus complexe, lorsque l’e´chantillonnage suit un sche´ma re´gulier
(comme avec les scanners ou les Picza).
En revanche, lorsqu’on veut utiliser nos mode`les dans un algorithme, on peut utiliser une
loi qui ne corresponde pas ne´cessairement a` une fac¸on d’e´chantillonner la surface (comme
les pre´ce´dentes), mais re´ponde a` un besoin particulier de notre application :
– Une loi gaussienne pour le recalage : l’utilisation d’une telle loi dans le recalage
permet de re´duire l’importance accorde´e aux points plus e´loigne´s.
– Une loi exponentielle pour la comple´tion de courbes : cette loi se justifie mieux avec
les mode`les de forme stochastiques.
Nous allons ici de´tailler ces diffe´rentes lois.
Remarque
Comme nous l’avions de´ja` fait en de´rivant le mode`le plan (section 8.3.2.2), nous masquerons
ici le proble`me de la de´finition de la loi d’e´chantillonnage pour les surfaces.
Rappelons que le nombre de points situe´s a` un e´loignement u est, sur une surface, pro-
portionnel a` u. On a donc u fois plus de chances d’e´chantillonner un point a` cet e´loigne-
ment, et la loi sur u devient : p′u(u) = u.pu(u). Inversement, la constante de normalisation
pour la loi a` e´loignement connu n’est pas fixe, mais varie en fonction de la circonfe´rence
du cercle (et donc en fonction de de l’e´loignement u = ‖ms‖). Il faudrait donc e´crire :
p′ ((s,ns)|(m,nm),u) = δu(‖ms‖).δ0((nm|ms)).δnm (ns)‖ms‖ . Lorsqu’on me´lange les deux lois corri-






En pratique, ce raccourci permet d’utiliser la meˆme loi pu pour les courbes et les surfaces, et
de lui donner une signification plus naturelle. Ainsi, dans le cas d’un e´chantillonnage uniforme
(voir ci-dessous) sur une surface, on retrouve un pu uniforme, bien que la ve´ritable probabilite´
p′u(u) = u.pu(u) d’e´chantillonner un point a` un e´loignement u augmente proportionnellement
a` u.
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8.4.1 Loi uniforme
La loi uniforme permet de mode´liser le cas ou` aucun e´loignement entre deux points
n’est privile´gie´.
On peut rencontrer cette loi sur de ve´ritables surfaces, lorsque l’e´chantillonnage est
non-corre´le´ : l’endroit ou` l’on va e´chantillonner un nouveau point ne de´pend pas des points
de´ja` e´chantillonne´s. Cette de´marche peut par exemple eˆtre suivie pour prendre les pointe´s
per-ope´ratoires sur les dents.
On peut aussi retrouver une loi uniforme lorsque l’on cherche a` mode´liser la position
des points d’un nuage de points S mesure´s sur une surface en fonction de la position des
points d’un second nuage M mesure´ sur la meˆme surface (par exemple lorsqu’on cherche
a` les recaler). Pour peu qu’il n’y ait pas de corre´lations entre la fac¸on d’e´chantillonner les
deux nuages, aucune distance particulie`re ne pourra eˆtre privile´gie´e entre un point s de S
et un point m de M , et on aura donc bien une re´partition uniforme des e´loignements.
Pour les applications, nous voudrions ici sugge´rer une perspective, bien que nous ne
sachions pas si elle est ve´ritablement applicable. Elle concerne le re´-e´chantillonnage de
surface. L’ide´e est que lorsque la densite´ de l’e´chantillonnage du nuage d’entre´e est he´te´ro-
ge`ne, on pourrait essayer d’imposer dans l’algorithme une loi d’e´chantillonnage uniforme,
pour obtenir en sortie d’algorithme une densite´ de points homoge`ne. C’est d’ailleurs un
peu ce que nous avons fait dans la de´cimation par les sphe`res lorsque nous avons impose´
un poids uniforme unitaire aux points provenant de chaque sphe`re (voir section 4.4.3).
8.4.2 Loi gaussienne
La loi gaussienne se rencontre rarement sur des surfaces re´elles. On peut tout de meˆme
donner l’exemple ou` l’on dispose d’un mode`le de la surface et on demande a` un ope´rateur
de venir re-mesurer sur la surface, avec une pointe de mesure, certains points indique´s sur le
mode`le. L’ope´rateur ne placera jamais la pointe exactement a` l’endroit voulu, et mesurera
donc un point de la surface place´ a` coˆte´ du point du mode`le. L’e´loignement entre le point
du mode`le et le point effectivement mesure´ suit alors une loi qui de´pend de l’ope´rateur.
Dans la plupart des cas, une loi gaussienne semble bien indique´e pu(u) = exp (−u2/2σ2u).
La loi gaussienne pourra en revanche eˆtre souvent utilise´e dans les applications. Elle
permet alors de de´favoriser les points e´loigne´s, pour lesquels notre mode`le est moins bon,
d’une part parce que la surface ne se comporte pas force´ment comme le pre´voit le mode`le
de forme, d’autre part parce que le nombre de points aberrants augmente. Pour choisir σu,
il faudra donc faire un compromis entre la distance a` laquelle le mode`le de forme devient
incorrect (dans le cas d’un mode`le affine, la distance pour laquelle les points commencent
a` s’e´loigner du plan tangent, a` cause de la courbure de la surface), la distance a` laquelle
commencent a` apparaˆıtre des points aberrants, et l’inte´reˆt de l’application (qui fonctionne
souvent d’autant mieux que le nombre de points utilise´- et donc σu - est e´leve´).
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8.4.3 Loi exponentielle
La loi exponentielle est souvent utilise´e dans le cas des courbes, lorsqu’on utilise un
mode`le de forme stochastique (voir [Williams and Jacobs, 1997] ou la section 8.5.2 pour
plus de de´tails). En deux mots, on mode´lise dans ce cas nos courbes comme les trajectoires
de particules qui suivent des marches ale´atoires oriente´es. On veut alors pouvoir favoriser
les trajectoires les plus courtes (i.e. les plus directes) au de´triment des trajectoires plus
longues. L’ide´e est d’introduire un phe´nome`ne de de´sinte´gration pour les particules. La
trajectoire s’arreˆte alors lorsque la particule se de´sinte`gre, et sa longueur (e´gale au temps
de vol de la particule, car les trajectoires sont parcourues a` vitesse constante unitaire) est
donc une variable ale´atoire qui suit une loi de probabilite´ pl(l) de´croissante. Lorsqu’on
utilise un taux de de´sinte´gration constant, on obtient une loi exponentielle sur la longueur
des courbes pl(l) = exp(−l/l0) 32.
Sur une trajectoire de longueur l, l’e´loignement u des points au point de de´part, lui
aussi e´gal au temps de vol, ne peut donc de´passer l. Autrement dit, on ne pourra avoir





dans le cas exponentiel, on obtient :
pu(u) = exp(−u/l0)
Concre`tement, si cette loi est plus satisfaisante d’un point de vue the´orique pour les
mode`les stochastiques de la section 8.5.2 (elle est, comme eux, sans me´moire), elle peut
en pratique eˆtre utilise´e dans les applications comme la loi gaussienne, pour de´favoriser
les points les plus e´loigne´s (on re`gle alors l0 de la meˆme fac¸on que σu dans la section
pre´ce´dente). La principale diffe´rence est une de´croissance moins rapide.
8.4.4 E´chantillonnage re´gulier
Un dernier exemple est celui d’une loi lie´e a` un e´chantillonnage re´gulier de la surface.
Sur la segmentation du scanner, le “Marching Cube” produit des points place´s sur les
arreˆtes d’un maillage cubique. Sur une image 2D 1/2 comme le Picza, les points sont
situe´s sur les verticales des sommets d’un maillage carre´ (voir figure 8.2).
32. On parle souvent de la demi-vie t1/2 des particules. Celle-ci correspond au temps pour lequel le
nombre de particules est divise´ par deux :
exp(−t/t0) = 1/2 ⇔ t1/2 = t0.log(2)
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Fig. 8.2 – Re´partition des points sur une image 2D1/2 (a` gauche) et sur une segmentation
par Marching Cube (a` droite).
Fig. 8.3 – Probabilite´ the´orique de la distance entre deux points d’une image 2D1/2, avec
z gaussien de variance 1. A gauche : pour x = 1 et y = 0. A droite : pour (x,y) entiers
Cas d’une image 2D1/2 Nous e´tudions ici le cas du Picza (a` gauche sur la figure8.2).
Les coordonne´es x et y sont force´ment des multiples du pas de la grille, que nous
supposerons ici unitaire. Par contre la de´nivele´e z prend des valeurs continues. Pour chaque
couple (x,y), la distance suit alors une loi de probabilite´ que l’on peut facilement relier a`






x2 + y2 + z2) =
√




d2 − x2 + y2 .pz(
√
d2 − x2 + y2)
La figure 8.3 a` gauche montre cette probabilite´ avec un mode`le gaussien : on a une proba-
bilite´ nulle pour d <
√
x2 + y2, un brusque pic pour d =
√
x2 + y2, puis une probabilite´
de´croissante.
Si nous prenons maintenant en compte tous les couples (x,y) possibles, on voit appa-
raˆıtre des pics caracte´ristiques correspondant a` la re´partition des
√
x2 + y2 possibles avec
x et y entiers (figure 8.3 a` droite).
Nous n’aurons pas besoin de pousser notre e´tude plus loin, mais il existe certainement
de´ja` des travaux sur ce sujet, notamment dans le domaine de la ge´ome´trie algorithmique
ou concernant le spectre des atomes.
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Cas du Marching-Cube Avec le Marching-Cube, la situation est a` peine plus com-
plexe. Il y a toujours deux coordonne´es discre`tes par points, mais ce ne sont plus force´ment
les meˆmes (comme dans l’exemple de la figure 8.2 a` droite). On montre facilement que
l’on retrouve une structure avec des pics (certes moins marque´s), dont la re´partition suit
l’ensemble des
√
x2 + y2 + z2 possibles avec x, y et z entiers.
Remarquons que ces exemples vont a` l’encontre de notre de´marche ge´ne´rale pre´sente´e a`
la section 8.3.5. Le bruit de mesure est en-effet corre´le´ avec l’e´chantillonnage (il n’intervient
que dans certaines directions). Il faudrait donc revoir dans ce cas pre´cis notre fac¸on de
prendre en compte le bruit de mesure.
8.5 Mode`le de forme
Nous allons maintenant revenir sur le mode`le de forme, i.e. le terme p((s,ns)|(m,nm),u)
qui indique la loi sur une primitive en fonction d’une autre primitive et connaissant l’e´loi-
gnement qui les se´pare. L’approximation plane est certainement l’aspect le plus discutable
de notre premier exemple (section 8.3), car elle entraˆıne deux conse´quences geˆnantes :
– L’orientation reste inchange´e lorsqu’on s’e´loigne du point connu.
– Les points ne peuvent se disperser qu’a` vitesse constante (et encore, c’est une
conse´quence du bruit de mesure sur l’orientation) autour du plan tangent lorsqu’on
s’e´loigne du point connu.
Ce comportement n’est certainement pas repre´sentatif des courbes et surfaces, pour les-
quelles on devrait avoir une variation des normales et une acce´le´ration de la dispersion
des points autour du plan tangent lorsqu’on s’e´loigne du point connu. L’intensite´ de ce
phe´nome`ne devrait de´pendre de la courbure.
Nous commencerons par pre´senter le mode`le sphe´rique, ou` l’on suppose que les courbes
et surfaces suivent des cercles et des sphe`res. Puis nous verrons un mode`le plus ge´ne´ral,
ou` l’orientation de la tangente ou de la normale peut varier ale´atoirement a` tout moment.
8.5.1 Mode`les sphe´riques - “Diabolo Field”
Le mode`le de probabilite´ utilise´ par Me´dioni (le “Diabolo Field”) s’appuie sur une
mode´lisation des courbes et surfaces par des hypersphe`res (cercle en 2D, sphe`re en 3D).
Il conside`re en-effet qu’il s’agit des surfaces les plus probables, et ne veut conside´rer
que celles-ci. Nous allons donc reprendre cette ide´e et de´river ainsi le mode`le sphe´rique.
Nous verrons alors qu’il n’apporte qu’une seule correction majeure au “Diabolo Field” de
Me´dioni.
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8.5.1.1 Cas 2D : Cercle passant par un point oriente´ connu avec bruit sur la
courbure
Supposons donc que nous sommes en pre´sence d’un cercle passant par m, de tangente
tm connue, et dont la courbure suit une loi de densite´ pC.
E´loignement connu Comme dans le cas de la droite, on va d’abord s’inte´resser a`
la loi pour un point a` un e´loignement u0 donne´ (l’e´loignement correspond maintenant
a` l’abscisse curviligne, i.e. la longueur de l’arc de cercle parcouru). La figure suivante
pre´sente les diffe´rentes notations utilise´es :
On peut donner la probabilite´ de s, en le parame´trant directement par l’e´loignement
u (connu), la courbure C (dont on connaˆıt la loi pC) et l’angle α de la tangente en s (e´gal
a` 2θ) :
p(u,C,α|u0) = δu0(u).pC(C).δ2θ(α)
En passant en coordonne´es carte´siennes, on obtient l’approximation suivante (le de´tail
des calculs est donne´ dans l’annexe D.2, on a en particulier utilise´ u = θ.r
sin θ
' r et
C = 2θ/r = 2arcsin(y/r)
r
' 2y/r2, approximations valables lorsque θ reste faible) :
p(x,y,α|u) = δu (r) .pC (2θ/r)
r2













8.5.1.2 Sphe`re en 3D
On peut directement ge´ne´raliser le re´sultat pre´ce´dent : les cercles deviennent des
sphe`res de courbure C tangentes au plan de´fini par m et nm (la sphe`re de courbure
nulle est le plan lui-meˆme). Dans un plan contenant (m,nm), le proble`me se rame`ne aux
cercles en 2D. On re´-utilise donc directement les re´sultats de la section pre´ce´dente, en
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La normale est situe´e dans le plan contenant nm (i.e. l’axe y), m et s (et donc l’axe
a = (cosϕ)x + (sinϕ)z, ou` ϕ = atan2(z,x)), et forme un angle α = 2θ avec l’axe a. La
normale est donc donne´e par :




Le Diabolo Field est le “champ de vote de l’origine” utilise´ par Me´dioni. Il utilise la
meˆme normale (de´terministe) que nous, et la probabilite´ de son point (la trace de son
tenseur) est donne´e par la formule :
exp(−(αr2 + cC2)) = exp(−αr2). exp(−cC2)
qui correspond a` pu(r).pC(C) avec un mode`le gaussien pour pu et pC. Or nous venons
de trouver la formule pu(r).
pC(C)
r2
pour le mode`le sphe´rique. Le Diabolo Field correspond
donc au mode`le sphe´rique a` ceci pre`s qu’il ne tient pas compte de la “normalisation” en
1/r2. Pre´cisons tout de meˆme que Me´dioni impose une probabilite´ nulle pour un angle θ
supe´rieur a` 45 degre´s.
Remarque
On pourrait pre´senter les choses autrement en disant que le mode`le de Me´dioni correspond
a` une loi sur l’e´chantillonnage e´gale a` pu(r) = r2. exp(−αr2). Voici son trace´ pour α = 1/2
(i.e. σu = 1) :
Avec une telle loi, on de´favorise toujours les points e´loigne´s, mais on accorde une importance
maximale aux points situe´s a` une distance d =
√
2.σ2u, et on de´favorise les points plus
proches. Cette dernie`re proprie´te´ nous paraˆıt infonde´e.
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8.5.1.4 Conclusion
On retrouve la` la meˆme formule que pour le mode`le affine avec bruit sur l’orientation,
a` ceci pre`s qu’il apparaˆıt une constante A = 2 comme exposant pour la distance r et
pour l’e´galite´ entre les angles des normales (α = 2θ). Celle-ci a pour effet d’acce´le´rer la
dispersion des normales et des points autour du plan tangent lorsqu’on s’e´loigne du point
connu.
Mais ce mode`le reste encore trop de´terministe pour repre´senter une courbe ou une
surface. En-effet, le seul phe´nome`ne ale´atoire est le point de de´part et le parame`tre (orien-
tation ou courbure) de la courbe ou de la surface, et, une fois ceux-ci connus, la forme
de la courbe lorsqu’on s’e´loigne du point de de´part est parfaitement de´termine´e. L’orien-
tation en un point reste toujours de´termine´e. En outre, comme la courbure ne varie pas,
l’acce´le´ration de la dispersion est tre`s importante.
Il faudrait donc trouver maintenant un mode`le interme´diaire, ou` le comportement de
la courbe puisse varier, passant ale´atoirement entre des zones plates et des zones plus ou
moins courbe´es.
8.5.2 Mode`les stochastiques
Dans une ve´ritable courbe, l’orientation et la courbure varient. C’est pre´cise´ment ce
que les mode`les stochastiques de courbes permettent de mode´liser (et en particulier le
“Stochastic Completion Field” qui est le premier a` avoir e´te´ introduit et qui reste au-
jourd’hui le plus utilise´ et le mieux e´tudie´). Nous allons donc les pre´senter ici. Le lecteur
pourra se reporter a` [August, 2001, Chap. 2] pour une pre´sentation plus mathe´matique.
8.5.2.1 Introduction
Le “Stochastic Completion Field” a e´te´ introduit par [Mumford, 1994] pour la comple´-
tion des courbes occulte´es (nous e´voquerons cette application dans la section 8.8.2). Il n’a
e´te´ baptise´ de ce nom qu’un peu plus tard, lorsque Thornber et Williams ont e´tudie´ son
calcul par plusieurs me´thodes [Williams and Jacobs, 1997; Thornber and Williams, 1996].
Le SCF a alors remplace´ la de´finition heuristique de la saillance utilise´e par [Sha’ashua
and Ullman, 1988] pour segmenter les contours dans les images 2D (section 8.8.1). Il a
enfin permis d’obtenir de remarquables re´sultats pour le lissage d’images 2D de contours
[August, 2002] (section 8.8.1).
Avant de rentrer dans les de´tails, on peut pre´ciser que les travaux sur le SCF se
veulent proches du fonctionnement re´el du cerveau : il a e´te´ de´montre´ expe´rimentalement
que la premie`re couche du cortex visuel (V1) se charge de repe´rer les orientations (le
cerveau travaille ensuite comme nous sur un ensemble de points semi-oriente´s), et que
la seconde couche (V2) travaille sur des paires de points semi-oriente´s pour comple´ter
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les occultations [Zweck and Williams, 2000]. Il semble meˆme qu’elle soit effectivement
base´e sur une “imple´mentation par re´seau de neurones” du SCF 33 [Field et al., 1993;
Williams and Jacobs, 1997].
8.5.2.2 Marches ale´atoires oriente´es
Nous voulons donc que l’orientation puisse varier ale´atoirement. Dans le contexte des
courbes, cela fait penser aux trajectoires de particules qui suivent des marches ale´atoires.
Nous allons donc pre´senter ici le mouvement brownien, avant de nous focaliser sur les
marches ale´atoires oriente´es.
Le mouvement brownien est le premier exemple de marche ale´atoire. Il est utilise´ pour
mode´liser la trajectoire des mole´cules dans un gaz, et donne une justification physique a`
la tempe´rature (qui est une mesure de l’agitation, i.e. la vitesse moyenne des particules),
et aux phe´nome`nes de diffusion (de la chaleur ou de particules dans un gaz).
Nous reprenons la de´finition de Wiener [Wiener, 1976] : si la particule est a` une position
su a` un instant u, alors son mouvement brownien la me`nera a` l’instant u
′ = u+ du a` une
position ale´atoire dont la loi suit une gaussienne centre´e en u et de variance proportionnelle
a` du, sans me´moire, i.e. inde´pendante de tout ce qui a pu se passer avant l’instant u 34.
Des exemples de mouvements browniens sont donne´s fig. 8.4 a` gauche.
On constate que si la trajectoire est continue, la direction suivie par le point peut elle
changer a` tout moment suivant une loi uniforme (puisque la loi sur su+du est isotrope
autour de su). La tangente n’est donc pas vraiment de´finie (en tout cas pas continue).
Les trajectoires qui vont nous servir a` mode´liser les courbes sont assez proches du mou-
vement brownien, a` ceci pre`s que c’est la direction tsu qui ve´rifie maintenant la proprie´te´
du mouvement brownien (et est donc continue) : tsu+du suit une loi gaussienne centre´e
autour de tsu , sans me´moire, et de variance proportionnelle a` l’intervalle de temps du :
tsu+du ∼ G(tsu ,σ2bdu)
Ces trajectoires sont parcourues a` vitesse constante (et e´gale a` 1 pour simplifier). On
peut donc retrouver la trajectoire de la particule avec l’e´quation diffe´rentielle suivante
33. Les spe´cialistes ont pre´sente´ a` diffe´rents volontaires plusieurs dessins de courbes incomple`tes, et leur
ont demande´ de comple´ter ces courbes. Pour chaque dessin, l’ensemble des re´ponses a fourni un e´talon,
auquel on peut comparer les re´sultats des algorithmes.
34. Pour eˆtre consistante, cette de´finition ne doit pas de´pendre du pas de temps choisi. Ici, le point su′′
a` l’instant u′′ > u′ > u suit une gaussienne de variance σ2b (u
′′− u′) autour de su′ qui suit une gaussienne
de variance σ2b (u
′ − u) autour du point su. Comme le mouvement est sans me´moire, ces deux variables
ale´atoires gaussiennes sont inde´pendantes, et leur somme donne donc une troisie`me variable ale´atoire de
loi gaussienne de variance e´gale a` la somme des deux premie`res : su′′ suit une gaussienne de variance
σ2b (u
′′ − u′) + σ2b (u′ − u) = σ2b (u′′ − u), ce qui est compatible avec notre de´finition. Cela n’aurait pas
marche´ avec une loi uniforme (la somme de deux lois uniformes n’est pas uniforme) ni d’ailleurs avec
toute autre loi.
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Fig. 8.4 – Exemples de mouvements browniens (a` gauche) et de marches ale´atoires orien-
te´es (a` droite)
(qui est la de´finition de la tangente ts = (cos θ, sin θ)) :
dsu
du








qu’on inte`gre a` partir du point su :




On le voit fig. 8.4, les trajectoires ne sont plus comple`tement de´sordonne´es, car les
variations de l’orientation sont limite´es par la variance σ2 de la gaussienne. Lorsque cette
variance tend vers 0 les de´viations disparaissent, et on retrouve une ligne droite de´termi-
niste. Inversement lorsque cette variance tend vers +∞, la normale peut varier suivant une
loi uniforme a` chaque instant, et on retrouve un mouvement comple`tement de´sordonne´.
Les marches ale´atoires oriente´es permettent donc de repre´senter des processus dont le
comportement est interme´diaire entre le mode`le affine (voir section 8.3) et le mouvement
brownien.
Remarque : Lien avec la courbure
Le parame`tre σ2b du mouvement brownien sur l’orientation est homoge`ne a` des rad
2/mm
(en fait des rad2/s, mais la vitesse de parcours est constante et la distance est donc pro-
portionnelle au temps). Autrement dit la variation sur l’orientation est proportionnelle, en
e´cart-type, a`
√
d, la racine carre´ de la distance qui a e´te´ parcourue. Difficile dans ces condi-
tions de relier le parame`tre σ2b a` une courbure, i.e. une variation d’orientation par e´le´ment
de distance (homoge`ne a` des rad/mm). Deux pistes se pre´sentent :
– On peut transposer le raisonnement qui permet de calculer l’e´nergie cine´tique (i.e. la vitesse qua-
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dratique) moyenne des particules qui suivent un mouvement brownien. Ici, on obtiendrait ainsi la
courbure (i.e. la vitesse de variation de l’orientation) quadratique moyenne des trajectoires.
– On peut rede´finir notre marche ale´atoire oriente´e en remplac¸ant la vitesse fixe par une vitesse qui
correspond a` un mouvement brownien. Ainsi, la variation sur l’orientation et la distance parcourue
seraient toutes deux en moyenne proportionnelles a`
√
d, et leur rapport (i.e. la courbure) serait
ainsi bien de´fini.
8.5.2.3 Passage au mode`le de forme
Un mode`le de trajectoire stochastique, que ce soit notre marche ale´atoire oriente´e sans
me´moire ou tout autre mode`le, permet d’e´crire la loi sur la position de (s,ts) en fonction
du point de de´part (m,tm) et du temps de parcours u. On obtient donc directement la
loi sur la forme p((s,ts)|(m,tm),u). Mais maintenant, c’est le temps de parcours u qui sert
de de´finition pour l’e´loignement. Comme la trajectoire est parcourue a` vitesse unitaire,
cet e´loignement est donc e´gal a` la longueur de la courbe. Cet e´loignement peut donc
maintenant eˆtre e´gal (pour les trajectoires rectilignes), mais aussi supe´rieur (pour les
courbes le´ge`rement courbe´es) voire tre`s supe´rieur (pour les courbes tre`s courbe´es) a` la
distance entre les deux points.
Remarquons que les auteurs associent souvent ce mode`le de forme stochastique a` une
de´croissance exponentielle pu(u) = e
−u/τ pour le mode`le sur l’e´loignement (nous avons
de´ja` explique´ pourquoi a` la section 8.4.3).
8.5.2.4 Calcul
Nous avons de´fini le SCF mais n’en avons pas donne´ de formule explicite. Il s’agit
en-effet d’un proble`me complexe, auquel ont e´te´ trouve´es plusieurs re´ponses :
– La simulation : on lance plusieurs millions de trajectoires qui suivent le processus
stochastique choisi, et on accumule leur trace dans l’espace des points semi-oriente´s
discre´tise´.
– La re´solution de l’e´quation de Fokker-Plank 35.
35. Les me´thodes pre´sente´es ici sont discute´es en de´tail dans [August, 2001, Section 6.1.1]. Nous ne
donnons ici que les ide´es essentielles.
Le produit des mode`les de forme et d’e´chantillonnage P (s,ts,u) = p((s,ts)|(m,tm),u).pu(u) ve´rifie,
lorsqu’ils sont sans me´moires, une e´quation diffe´rentielle stochastique de Fokker-Plank. Dans le cas du
















On retrouve la loi de probabilite´ d’une primitive connaissant une autre primitive pour un e´loignement u







8.5. Mode`le de forme
– L’utilisation d’un re´seau de neurones : comme nous l’avons de´ja` dit, il semble que la
zone V2 du cortex visuel reproduise le calcul des mode`les stochastiques. Il existe en
tout cas une me´thode [Williams and Jacobs, 1997] permettant d’effectuer son calcul
a` partir d’un re´seau de neurones tre`s simple (un perceptron avec une premie`re couche
de 7 neurones et un seul neurone de sortie).
– Le calcul explicite : celui-ci ne semble pas possible avec la de´finition standard du
SCF. Seul [Thornber and Williams, 1996] a pre´sente´ le calcul explicite du produit
de deux SCF avec une de´finition le´ge`rement diffe´rente (ce produit est utilise´ pour
la comple´tion de courbes, voir 8.8.2).
Comme nous aurons probablement besoin de la diffe´rencier, nous avons choisi de trouver
une formule explicite approchant le SCF sous sa de´finition standard. Pour cela, nous
avons choisi l’approche expe´rimentale : nous avons simule´ de tre`s nombreuses trajectoires
(plusieurs millions), et avons cherche´ a` trouver une forme analytique aussi proche que
possible des re´sultats expe´rimentaux.
8.5.2.5 Simulation du SCF 2D
Nous avons trouve´ dans l’annexe D.3 une forme analytique du SCF qui se re´ve`le eˆtre
proche de celle que nous avons obtenue par simulation, et que nous utiliserons par la suite.
La probabilite´ du point toutes orientations confondues est approximativement :







avec k = 0.34 = 1/21.5 (8.7)




(rappelons qu’elle e´tait nulle pour les mode`les affines et sphe´riques).
8.5.2.6 Conclusion
Le Stochastic Completion Field permet donc de mode´liser les courbes et d’en de´duire
un mode`le probabiliste sur l’emplacement de leurs points. Deux aspects caracte´risent cette
description :
– L’aspect sans me´moire : les trajectoires sont sans me´moire. On ne peut donc mo-
de´liser des trajectoires pre´sentant des structures re´pe´titives ou syme´triques. On ne
peut non plus prendre en compte les proble`mes d’auto-intersection.
Pour faire effectivement le calcul, on peut donc re´soudre nume´riquement l’e´quation diffe´rentielle en
travaillant sur l’espace discre´tise´, en partant d’un point parfaitement connu, i.e. de la condition initiale
suivante : P (u = 0) = δ(m,tm). On inte`gre ensuite P .
Cette approche pose malheureusement des proble`mes nume´riques : applique´e directement, elle donne
des re´sultats qui ne sont pas invariants par transformation rigide. Il faut donc travailler sur une base de
fonctions invariantes par transformation rigide (ou de fac¸on e´quivalente dans l’espace de Fourier), pour
obtenir des re´sultats corrects, au prix de calculs tre`s complexes.
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– La loi sur les variations d’orientation : elle conditionne la re´partition des courbures.
Ce mode`le ne peut pas eˆtre calcule´ explicitement (bien que l’on puisse le faire en utilisant
une variante de sa de´finition), mais nous en avons trouve´ une formule analytique approche´e
par la simulation qui permettra de faire les calculs par la suite.
8.5.3 Mode`le ge´ne´ral sans bruit
On peut constater une certaine analogie en regardant la forme (figure 8.5) et l’expres-
sion des 3 mode`les que nous avons pre´sente´s en 2D pour les courbes (e´quations 8.3, 8.5 et
8.7) et des mode`les plans et sphe´riques en 3D (eq. 8.4 et 8.6). En-effet, la probabilite´ du
point toutes orientations confondues peut se mettre sous la forme :


















A = 1 σ2forme = σ
2
n pour le mode`le affine
A = 2 σ2forme = σ
2
C/2
2 pour le mode`le sphe´rique
A = 1.5 σ2forme = σ
2
b/2
1.5 pour le mode`le stochastique
(8.8)
On suppose donc la` que l’e´loignement u est e´gal a` la distance r (ce qui n’est vrai que pour
le mode`le affine, seulement approximatif pour les deux autres), et nous prenons le produit
de la loi sur l’e´loignement pu (r) et de la loi sur la forme en fonction de l’e´loignement
u = r, qui est de la forme p(θ/rA−1) ' p(y/rA) avec ici p gaussien, et pour laquelle on
doit prendre en compte la constante de normalisation en 1/r2A.
Les lois pour l’orientation connaissant la position sont toutes centre´es sur la normale
situe´e dans le plan contenant nm, m et s, et forme un angle α = Aθ avec l’espace tangent
ou` θ ' y/r est l’angle entre ms et l’espace tangent. Elles sont de´terministes pour les





Nous allons maintenant expliquer en de´tail le comportement de ce mode`le ge´ne´ral en
fonction des diffe´rents parame`tres. Pre´cisons ici que les approximations faites peuvent eˆtre
mises en de´faut pour de fortes valeurs de θ.
Dispersion des points autour de l’espace tangent La loi de probabilite´ tend, a`
proximite´ du point connu, a` imposer une distance a` l’espace tangent nulle (y = 0).
Ensuite, lorsqu’on s’e´loigne du plan tangent, les points peuvent se disperser plus ou
moins vite autour de l’espace tangent. Nous pouvons estimer cette dispersion en fonction
de l’e´loignement, en calculant la variance de y (la composante de ms perpendiculaire a`
l’espace tangent) en fonction de x (la composante de ms paralle`le a` l’espace tangent). Le
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Fig. 8.5 – Image de la probabilite´ du point p(s) pour le mode`les affine (a` gauche), sto-
chastique (au milieu) et sphe´rique (a` droite). On a utilise´ une loi uniforme sur l’e´chan-
tillonnage pu = Cte, et un mode`le gaussien.
L’e´chelle de couleur est celle que nous utiliserons pour toutes les images de ce type : la
couleur varie du noir pour une probabilite´ nulle, au blanc pour une probabilite´ e´gale (ou
supe´rieure) a` un seuil fixe´ arbitrairement pour chaque image (mais rappelons ici que tous
les mode`les sont calcule´s a` une constante multiplicative pre`s).





La dispersion augmente donc en fonction de la vitesse σ2forme, et de l’ordre d’acce´le´ration
A. Pour A = 1 (i.e. pour les mode`les affines), la vitesse est constante, e´gale a` σ2forme, et
le mode`le est donc invariant par changement d’e´chelle. Ensuite, plus A est e´leve´, plus la
vitesse de dispersion s’acce´le`re lorsqu’on s’e´loigne du point connu. Le mode`le n’est alors
plus invariant par changement d’e´chelle.
E´volution des normales La loi de probabilite´ tend, a` proximite´ du point connu, a`
imposer une orientation inchange´e (ts = tm ou ns = nm). L’orientation tourne ensuite
dans le plan contenant nm, m et s, A fois plus vite que le vecteur ms. Dans le cas affine
(A = 1), elle tourne a` la meˆme vitesse, et reste donc aligne´e avec ms.
Dans le cas stochastique, ceci ne vaut que pour l’orientation moyenne. La variance
autour de cette orientation moyenne est e´gale a` σ2forme.r.
Comple´tude Les mode`les que nous avons pre´sente´s ici ne sont pas complets, au sens
ou` l’on ne peut atteindre, a` partir d’une primitive, qu’un ensemble ne´gligeable d’autres
primitives (ceci est particulie`rement vrai au voisinage du point connu, ou` l’on doit rester
dans l’espace tangent). Ce proble`me sera re´solu lorsque nous prendrons en compte le bruit
de mesure (section 8.6).
8.5.4 Discussion
Pour finir, nous allons donner ici quelques perspectives.
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8.5.4.1 Mode`les stochastiques pour les surfaces
Nous avons pre´sente´ les mode`les stochastiques (de´fini a` partir d’une marche ale´atoire
sur l’orientation) pour les courbes en 2D et 3D. Il nous manque leur e´quivalent pour les
surfaces. Il semble qu’un tel mode`le n’ait jamais e´te´ mentionne´ dans la litte´rature, et
nous n’avons malheureusement pas eu le temps d’en de´river un de fac¸on rigoureuse. Voici
cependant quelques pistes pour y arriver.
La premie`re s’appuie sur l’analogie qui existe, pour les courbes, entre les diffe´rents
mode`les. Comme nous venons de le mentionner, ceux-ci ne diffe`rent que par le coefficientA,
e´gal a` 1 pour les mode`les affines, 2 pour les mode`les sphe´riques, et 1.5 (i.e. interme´diaire)
pour les mode`les stochastiques. Cette analogie reste toujours valable pour les versions
surfaciques des mode`les affines et sphe´riques. Il semble alors naturel de de´finir un SCF
surfacique en remplac¸ant par 1.5 les termes e´gaux a` 1 pour les mode`les plans et 2 pour le
mode`les sphe´rique. C’est ce que nous avons effectivement fait dans notre imple´mentation.
La deuxie`me piste s’appuie sur l’analogie entre la version courbe 2D et la version
surfacique 3D des mode`les affines et sphe´riques. Dans les deux cas, le mode`le surfacique
3D prend, dans un plan contenant la normale, les meˆmes valeurs que le mode`le 2D. Ceci
n’est pas surprenant dans la mesure ou` l’image d’un plan (resp. d’une sphe`re) dans un tel
plan et une droite (resp. un cercle) qui varie de la meˆme fac¸on.
Il faut cependant noter que ces deux analogies ne sont pas comple`tes : si elles sont
valables pour la probabilite´ du point toutes normales confondues et la normale la plus
probable en un point, elles ne sont en revanche pas valables pour la covariance de la
normale en un point, et on ne peut donc pas caracte´riser entie`rement le SCF pour les
surfaces de cette fac¸on la`.
Il serait donc pre´fe´rable de de´river le SCF pour les surfaces a` partir d’un ve´ritable
mode`le. Pour de´finir une surface stochastique, plusieurs approches semblent se dessiner :
– Une approche reposant sur les courbes : notre seconde analogie n’est qu’une illustra-
tion du lien qui existe entre les surfaces et les courbes que l’on peut tracer sur ces
surfaces. Or nous n’avons pas du tout e´tudie´ ce lien sur les mode`les affines 3D (ou`
l’on ve´rifie pourtant facilement que le normale la moins probable pour les surfaces
est la tangente la plus probable pour les courbes). Cette e´tude, de´ja` inte´ressante
en soit, permettrait probablement de renforcer et comple´ter notre seconde analogie,
et de´river ainsi le SCF pour les surfaces, sans pour autant lui donner une ve´ritable
de´finition.
– Une approche directe : les marches oriente´es sans me´moire que nous avons utilise´es
pour mode´liser les courbes peuvent se voir, si l’on discre´tise le temps u, comme une
chaˆıne de Markov (c’est d’ailleurs la mode´lisation qu’utilise [August, 2001, Chap.
2]), i.e. un processus ale´atoire s(u) fonction de l’e´loignement u tel que la valeur de
s(u+1) ne de´pend que de la valeur de s(u). Pour les surfaces, il faudrait utiliser un
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champ de Markov bidimensionnel i.e. un mode`le ale´atoire de la forme s(u1,u2) avec
u1 et u2 discrets (il s’agit donc d’un maillage de la surface a` maille carre´e) tel que
s(u1,u2) ne de´pend que de ce qui se passe au voisinage imme´diat de s (les points
s(u1 ± 1,u2) et s(u1,u2 ± 1)).
8.5.4.2 Marche ale´atoire sur la courbure
Avec le mouvement brownien, il pouvait y avoir des changements brusques de direction
et la notion de tangente e´tait ainsi mal de´finie. Avec les marches ale´atoires oriente´es, c’est
la direction qui suit un mouvement brownien. Ainsi, il n’y a plus de changement brusque de
direction et la tangente est bien de´finie. Mais nous n’avons fait que de´caler le proble`me :
la vitesse de variation de la direction, i.e. la courbure, peut varier brusquement et est
donc mal de´finie. Ceci n’est pas force´ment tre`s repre´sentatif des courbes que l’on peut
rencontrer dans la nature, et [August, 2001] a donc introduit le “Curve Indicator Random
Field” en 2D, en de´calant une nouvelle fois le proble`me : cette fois-ci, c’est la courbure κu
qui suit un mouvement brownien. Il faut alors une position, une direction, mais aussi une
courbure initiale. Pour retrouver la trajectoire, il faut inte´grer deux fois. Dans un premier
temps, on inte`gre la courbure pour connaˆıtre l’orientation de la courbe a` tout instant,
puis on inte`gre cette orientation pour connaˆıtre la position :












Ce nouveau mode`le pose deux proble`mes :
– Comment fixer la courbure initiale : imposer une courbure nulle n’est pas pertinent,
et on utilisera donc une courbure initiale qui suit une loi de probabilite´ donne´e (en
ge´ne´ral gaussienne). Remarquons que si l’on travaillait avec des primitives d’ordre
2 (i.e. pour lesquelles les informations sur la courbure sont connues), il n’y aurait
alors plus de proble`me pour fixer la courbure initiale (i.e. celle du point de de´part
qui est connu). Le CIRF serait alors probablement un mode`le particulie`rement bien
adapte´.
– Comment le ge´ne´raliser en 3D : ce n’est pas e´vident, car la courbure seule ne permet
pas de de´finir comple`tement le comportement de la courbe : il faut de plus savoir
quel est le plan osculateur. On connaˆıt de´ja` la tangente, il nous faut donc un angle
supple´mentaire pour caracte´riser ce plan. Il faudra probablement faire e´voluer cet
angle “de torsion” toujours suivant un processus stochastique.
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Pour ces raisons, nous n’utiliserons pas le CIRF dans cette the`se. Ce serait pourtant
inte´ressant d’un point de vue the´orique, car, a` l’image du SCF qui ge´ne´ralise le mode`le
affine, il ge´ne´ralise le mode`le sphe´rique (c’est sa limite pour des variations nulles sur la
courbure).
8.6 Prise en compte d’un bruit de mesure et mode´-
lisation finale
Nous avons ici pre´sente´ les mode`les e´le´mentaires pour un point et une direction par-
faitement connus. Mais en pratique, les primitives que nous connaˆıtrons de nos courbes
ou de nos surfaces seront corrompues par du bruit. Nous avons de´ja` montre´ comment
le prendre en compte avec l’approximation plane (section 8.3.3). Nous reprenons ici les
calculs avec le mode`le plus ge´ne´ral que nous venons d’obtenir. Nous en profitons pour
ajouter quelques remarques sur ces bruits de mesure.
Nous expliquons dans un premier temps comment prendre en compte le bruit sur
l’orientation (section 8.6.1). Ce dernier cas permet en particulier de de´river les mode`les
“plateau” et “boule” de Me´dioni, qui correspondent au cas ou` la normale suit une distri-
bution uniforme dans un plan ou dans l’espace (i.e. lorsqu’elle n’est pas connue). Enfin,
on e´tudie le cas ou` les deux bruits sont pre´sents (section 8.6.2).
8.6.1 Prise en compte d’un bruit sur l’orientation
8.6.1.1 Contexte
La prise en compte d’un bruit sur l’orientation peut en fait s’appliquer dans plusieurs
contextes.
Le premier est identique a` la prise en compte du bruit sur la position des points.
Il s’agit tout simplement de prendre en compte le fait que notre orientation tm ou nm
n’est pas une mesure parfaite de la ve´ritable orientation au point m. On utilise alors en
ge´ne´ral un bruit gaussien centre´ sur l’orientation mesure´e et d’e´cart-type correspondant
a` l’e´cart-type estime´ du bruit sur l’orientation.
Le second correspond aux tenseurs plateau et boule tels que nous les avons pre´sente´s
dans la section 7.3.3.5. Il s’agit respectivement du cas ou` l’on sait que l’orientation est
situe´e dans un plan donne´ (lorsqu’on connaˆıt par exemple un e´le´ment de courbe situe´ sur
une surface : on sait alors que la normale a` la surface est situe´e dans le plan perpendiculaire
a` l’e´le´ment de courbe) et du cas ou` l’on ne sait rien de l’orientation (lorsqu’on n’en
dispose pas sur les points d’entre´es). Le premier cas peut eˆtre repre´sente´ par un bruit sur
la normale uniforme dans le plan, le second par un bruit sur la normale comple`tement
uniforme.
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8.6.1.2 Cas ge´ne´ral
Supposons donc que l’orientation au pointm suit une loi de probabilite´ pnm(n), centre´e




Il n’existe pas d’approche analytique simple pour calculer cette probabilite´ (contrairement
au cas de la position, ou` nous avions un produit de convolution). On peut bien suˆr proce´der
par inte´gration nume´rique (c’est ce que fait Me´dioni lorsqu’il de´rive le mode`le plateau et
boule a` partir du mode`le baˆton), mais nous pre´fe´rons ici obtenir une forme analytique,
meˆme approche´e, pour notre mode`le ge´ne´ral.
Le calcul en 2D (mais nous utiliserons la meˆme formule en 3D) et les approximations
qu’il utilise sont pre´sente´s dans l’annexe D.4. On obtient, pour la loi sur la position du















Concernant la loi sur la normale en un point donne´, elle est maintenant centre´e autour






















Nous pouvons maintenant examiner de plus pre`s le cas particulier d’une loi uniforme
sur la normale, i.e. le cas ou` nous avons un point d’entre´e sans aucune information sur
la normale. Ce cas correspond a` une variance infinie σ2nm = +∞. On voit alors que la
normale suit une loi gaussienne centre´e autour de la normale de´finie par :
α = θ
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Fig. 8.6 – Probabilite´ d’un point p(s) pour le mode`le stochastique avec un e´chantillonnage
uniforme et un bruit sur l’orientation de la normale gaussien (a` gauche), et uniforme
(mode`le boule a` droite).
i.e. identique a` la normale nm, ce qui s’imposait par de simples conside´rations de syme´trie
(voir 7.4.1). La variance de la gaussienne est donne´e par :
(1− A)2.σ2forme.r2(A−1) + σ22.r





Ceci peut permettre d’e´tablir une fonction de vote pour l’interpolation des normales
(voir 7.4.1).
8.6.2 Mode`le final
Pour prendre en compte les deux bruits de mesure a` la fois, nous allons faire l’hypo-
the`se qu’ils sont inde´pendants. Le bien fonde´ de cette hypothe`se de´pendra de la me´thode
d’acquisition 36, mais elle est ne´cessaire pour effectuer un calcul simple. On peut en-effet
alors prendre en compte le bruit sur l’orientation (en utilisant la formule de la section
pre´ce´dente) puis, inde´pendamment, le bruit sur la position (en convoluant, voir section
8.3.3). Un exemple est donne´ sur la figure 8.7 a` droite.
Pour comprendre ce nouveau mode`le, nous reprenons l’analyse pre´sente´e pour les mo-
de`les sans bruit (section 8.5.3).
36. Pour les scanners segmente´s par un “Marching Cube”, on interpole la position du point et l’orien-
tation de la normale (par le biais du gradient) en utilisant l’intensite´ des voxels adjacents. Il existe donc
une corre´lation complexe entre les deux bruits de mesure.
Pour les points per-ope´ratoires, on utilise un capteur de position/orientation optique (pour lequel
l’hypothe`se est de´ja` fausse, pour des raisons qui de´passent le cadre de cette the`se), couple´ a` une pointe de
mesure. On utilise l’orientation du capteur et la position relative de la pointe et de son axe pour calculer
la position du point et l’orientation de la surface. Les deux bruits sont donc la` aussi corre´le´s de manie`re
complexe.
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Fig. 8.7 – Probabilite´ d’un point pour le mode`le stochastique avec un e´chantillonnage
uniforme et un bruit gaussien sur la position du point (a` gauche), sur la position du point
et l’orientation de la normale (a` droite).
Dispersion des points autour de l’espace tangent La variance de la dispersion
autour de l’espace tangent, i.e la variance de y (la composante de ms perpendiculaire a`





2A + σ2nm .x
2 + σ2m
On a la` trois termes :
– Un terme σ2m d’ordre 0 (i.e. constant) duˆ au bruit de mesure sur la position.
– Un terme σ2nm d’ordre 1 (i.e. line´aire) duˆ au bruit de mesure sur l’orientation.
– Un terme σ2forme d’ordre A duˆ au mode`le de forme. Remarquons que dans le cas
plan, A = 1, et ce dernier terme est en fait identique au pre´ce´dent. Il faut alors
conside´rer que c’est la somme σ2forme+ σ
2
nm qui donne la variance de la normale nm.
Re´partition des normales L’effet de la convolution par le bruit de mesure en position
produit un effet complexe sur la re´partition des normales en un point donne´. Nous ne
chercherons pas de formule explicite, simplement quelques re´sultats qualitatifs :
– Au voisinage du point connu, le mode`le sans bruit tend vers un plan parfaitement
connu. La re´partition ale´atoire est la conse´quence du seul bruit de mesure sur l’orien-
tation pour les points du plan. Autrement dit, au voisinage de m (i.e. lorsque la
dispersion ne se fait pas encore sentir), la loi sur la normale est quasiment e´gale a`
pnm sur le plan qui est le seul endroit ou` la probabilite´ n’est pas nulle. Apre`s lissage,
les points autour du plan auront une probabilite´ non nulle, mais la loi sur la normale
suivra toujours pnm .
– Lorsqu’on est loin du point connu, θ, r et donc la loi de probabilite´ varient peu sur des
zones de la taille de l’e´chelle du bruit. La lissage gaussien n’a donc pratiquement
aucun effet, et la loi que nous avons trouve´e en prenant en compte le bruit sur
l’orientation convient parfaitement.
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Comple´tude La prise en compte des mode`les de bruit a permis de rendre nos mode`les
plus complets, au sens ou` on peut maintenant atteindre un nombre non ne´gligeable de
primitives a` partir d’une primitive donne´e.
8.6.3 Conclusion
Nous avons maintenant un mode`le the´orique complet. Il peut eˆtre adapte´ au cas ou`
certaines normales ne sont pas disponibles :
– Lorsque les normales de la sce`ne ns ne sont pas disponibles, on s’inte´ressera a` la
probabilite´ du point toutes normales confondues p(s).
– Lorsque les normales du mode`le nm ne sont pas disponibles, on utilisera le mode`le
boule, i.e. le mode`le correspondant a` un mode`le de bruit de mesure uniforme sur
nm.
Remarque pour l’imple´mentation
On peut calculer la loi de probabilite´ en deux temps. Dans un premier temps, on utilise
notre formule approche´e 8.9, qui prend en compte la loi pu sur l’e´chantillonnage, la loi
p(s,ns|m,nm,u) sur la forme de notre surface, et le bruit de mesure pnm sur l’orientation.
On calcule ainsi un premier champ de tenseur.
Dans un deuxie`me temps, nous appliquons un lissage gaussien a` ce champ de tenseur pour
prendre en compte le dernier e´le´ment de notre mode`le, le bruit de mesure sur les points.
8.7 E´valuation expe´rimentale des mode`les
Nous avons maintenant a` disposition un mode`le ge´ne´ral pour les e´le´ments de courbes
et surfaces ale´atoires, que nous allons utiliser dans diverses applications. La question va
alors se poser de savoir quels parame`tres choisir pour un type de courbe ou de surface
donne´. Nous allons donc ici e´tudier la loi empirique d’une primitive connaissant une autre
primitive, i.e. mesurer directement la probabilite´ p((s,ns)|(m,nm)) sur les donne´es dont
nous disposons, et la comparer aux mode`les the´oriques que nous avons de´rive´s.
L’e´tude pre´sente´e ici porte sur les surfaces. Mais son adaptation aux courbes serait
imme´diate.
8.7.1 Mesure empirique de p((s,ns)|(m,nm))
Nous souhaitons donc mesurer la re´partition empirique des primitives (s,ns) par rap-
port aux primitives (m,nm). Comme nous nous inte´ressons a` leur position relative, nous
allons dans un premier temps appliquer, pour chaque couple de point (s,ns) et (m,nm),
la transformation rigide (voir section 8.2.2) qui permet de ramener (m,nm) sur l’origine
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Fig. 8.8 – Probabilite´ d’un point p(s) pour diffe´rentes lois empiriques :
A gauche : pour les surfaces segmente´es dans les scanners
Au milieu : pour les pointe´s per-ope´ratoires pris en mode contact sur les dents et recale´s
sur la surface segmente´e du scanner
A droite : idem pour les pointe´s per-ope´ratoires pris en mode rafale sur l’os
NB: Beaucoup de points de la bande centrale (i.e. pour x faible, mais rappelons que l’on
divise la valeur trouve´e par x) ont e´te´ supprime´s pour e´viter les instabilite´s nume´riques
dans les analyses.
et s dans le plan xy. On note alors le nombre de primitives obtenues pour chaque valeur
de (s′,ns′) possible. On obtient la` une estimation empirique de la loi p((s,ns)|(m,nm)).
On peut ainsi mesurer une loi empirique pour :
– Une surface e´chantillonne´e donne´e : (s,ns) et (m,nm) de´crivent alors l’ensemble des
points de la surface.
– Un nuage de point S recale´ sur une surface e´chantillonne´e M : (s,ns) de´crit alors
l’ensemble des points du nuage S, et (m,nm) de´crit alors l’ensemble des points de la
surface M.
Lorsqu’on dispose de plusieurs donne´es du meˆme type, on pourra additionner les lois
empiriques obtenues pour chaque donne´e. C’est le cas de nos trois exemples, figure 8.8,
qui pre´sentent, pour l’ensemble de la base de test (voir section 6.1.5), les lois empiriques
de la surface segmente´e du scanner (a` gauche) et des nuages de points per-ope´ratoires
recale´s sur les surfaces scanners (au milieu : les nuages de points en mode contact sur les
dents, a` droite, les nuages de points en mode rafale sur l’os).
Remarque pour l’imple´mentation
Il faut en fait utiliser les re´sultats de la section 8.2.3, i.e. utiliser un champ de tenseur pour
stocker efficacement la loi p((s,ns)|(m,nm)). On discre´tise donc la partie du plan xy qui nous
inte´resse, et pour chaque primitive (s′,ns′) obtenue dans cette partie du plan, on additionne
le tenseur ns′ .nts′ au tenseur associe´ au pixel contenant le point s
′. Il faut alors penser que
le pixel (x,y) repre´sente en fait un solide de re´volution autour de l’axe y (car on a tourne´
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autour de l’axe y pour se ramener dans le plan xy), dont le volume est proportionnel a` x. Il
faut donc diviser la valeur de chaque pixel par son abscisse x.
8.7.2 E´tude ge´ne´rale
La forme des lois empiriques confirme notre de´composition en trois composantes ale´a-
toires inde´pendantes :
– Le bruit de mesure : celui-ci induit un lissage gaussien, qui est surtout visible dans
l’axe de la normale. Pre´cisons que dans le cas du scanner (fig. 8.8 a` gauche), il est
corre´le´ au bruit d’e´chantillonnage, ce qui explique que la de´pendance en r reste forte,
et que le lissage ne s’observe qu’en θ.
– La loi sur l’e´chantillonnage : on distingue sur la loi empirique de la segmentation d’un
scanner avec elle meˆme une de´pendance tre`s irre´gulie`re en fonction du rayon r i.e.
de la distance a` l’origine (on constate d’ailleurs que les franges ainsi induites ne sont
en fait pas circulaires mais le´ge`rement elliptiques, comme dans le SCF, cf section
D.3). Cette de´pendance provient de la structure re´gulie`re de l’e´chantillonnage. En
revanche, pour un recalage, la distance a` l’origine suit une loi uniforme, car les
e´chantillonnages des deux surfaces sont vraiment inde´pendants.
– La loi sur la forme de la surface : on retrouve un effet de dispersion autour du plan
tangent lorsqu’on s’e´loigne du point connu. Il pre´sente a` premie`re vue une forme
analogue a` celle de nos mode`les. On remarque en particulier que la dispersion est
moins importante pour le recalage sur l’os de la maˆchoire (pratiquement plat, fig.
8.8 a` droite) que pour le recalage sur les dents (ou` l’on a de fortes courbures, fig.
8.8 au milieu).
8.7.3 E´tude et correction de la loi sur l’e´chantillonnage
Nous allons dans un premier temps e´tudier la loi empirique pu sur l’e´chantillonnage,
i.e. sur la distribution des e´loignements et donc des distances entre points. On utilise
logiquement l’histogramme des distances entre points, que l’on peut obtenir en inte´grant




Pour les e´chantillonnages inde´pendants, on s’attend (figure 8.9 droite) a` une probabilite´
uniforme. C’est effectivement le cas, la partie gauche de la courbe (pour d < 0.2) e´tant
probablement sous-estime´e pour des raisons purement nume´riques (rappelons que nous
avons divise´ par x, que nous avons sur-estime´ au voisinage de l’origine pour e´viter les
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Fig. 8.9 – Histogramme des distances pour une segmentation scanner a` gauche et pour
un recalage sur les dents a` droite.
Fig. 8.10 – Comparaison des distances pour un Picza : histogramme the´orique (a` gauche)
et empirique (a` droite, courbe du bas; on a reporte´ en haut les positions des pics du mode`le
the´orique).
instabilite´s), et la partie droite le´ge`rement croissante a` cause des points aberrants, dont
le nombre augmente avec la distance.
En revanche sur les e´chantillonnages re´guliers tels qu’une segmentation scanner ou
un Picza, on voit apparaˆıtre des franges caracte´ristiques (figure 8.9 gauche). On retrouve
d’ailleurs une parfaite ade´quation entre l’histogramme the´orique d’un Picza (voir section
8.4.4) et l’histogramme empirique (voir figure 8.10), et pouvons mesurer le pas d’e´chan-
tillonnage en ajustant l’e´chelle horizontale du mode`le the´orique.
Perspective
Inde´pendamment de tout mode`le, on pourrait corriger notre loi empirique en le divisant par
la probabilite´ empirique de la distance :
p′(s,ns) = p(s,ns)/pu(‖s‖)
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On devrait alors retrouver une loi p′(s,ns) qui simule celle qui serait obtenu avec un e´chan-
tillonnage uniforme p′u(‖s‖) = Cte. Nous n’avons pas ve´ritablement teste´ cette me´thode.
8.7.4 E´tude du bruit de mesure
Nous allons maintenant e´valuer le bruit de mesure. Pour cela, il faut se rappeler que
pour toute surface suffisamment bien e´chantillonne´e, l’approximation plane est statisti-
quement valable (elle n’est pas valable pour les endroits ou` la surface change brusquement
d’orientation, mais ces cas restent rares, lorsque l’e´chantillonnage est suffisamment fin) au
voisinage du point connu. Il faut donc regarder ce qu’il se passe au voisinage de l’origine 37,






une normale de´terministe. La variance empirique de y =
√
‖ms‖2 − (nm|ms)2 par rapport
a` 0 est alors un estimateur de la variance σ2m du bruit de mesure en position, et la variance
empirique des normales autour de la normale origine est un estimateur de la variance du
bruit de mesure sur la normale. Nous n’e´tudierons pas la qualite´ de ces estimateurs en
de´tail, puisque la section suivante permet d’estimer le bruit de mesure en meˆme temps
que le mode`le de surface.
8.7.5 E´tude du mode`le de surface
Il faut maintenant caracte´riser le mode`le qui repre´sente la forme de la surface, i.e.
qui controˆle la dispersion des points autour du plan tangent et, pour chaque point, la
re´partition des normales. La re´partition empirique correspond-elle a` un de nos mode`les
the´oriques (affine, SCF ou sphe´rique)? Nous allons ici re´pondre a` cette question.
Dispersion des points autour du plan tangent Nous allons dans un premier temps
nous inte´resser a` la re´partition des points, toutes normales confondues. Nous allons pour
cela mesurer la variance de la dispersion des points autour du plan tangent (de´finie a` la




2A + σ2nm .x
2 + σ2m
On trace donc la valeur empirique de cette variance en fonction de x, et on estime nos




m qui permettent la meilleure approximation de celle-
ci (cf annexe D.5). Ainsi, pour les recalages, on trouve fig. 8.7.5.0.0 des re´sultats tre`s
inte´ressants :
– Sur l’os (a` gauche), peu courbe´, on a A = 1, ce qui signifie que le mode`le plan
37. En pratique on prendra tous les points de l’histogramme correspondant a` x < x0, ou` x0 est l’abscisse
ou` la dispersion des points autour du plan tangent devient significative.
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E´tude de la forme des lois empiriques par le biais de la variance de la dis-
persion σ2y|x : on compare ici la courbe empirique et le mode`le le mieux
adapte´ a` celle-ci, pour un recalage Os/Scanner (a` gauche) et un recalage
Dents/Scanner (a` droite).
convient parfaitement. Les deux variances σ2nm et σ
2
forme jouent alors exactement
le meˆme roˆle. Il faut donc conside´rer leur somme, pour obtenir finalement l’e´cart-
type sur l’orientation σnm = 16 deg, ce qui semble re´aliste. L’estimation du bruit de
mesure en position σm = 0.32mm est elle-aussi re´aliste.
– Sur les dents (a` droite), la courbure n’est plus ne´gligeable, et on constate qu’un
mode`le stochastique convient parfaitement (A est proche de 1.5) avec un parame`tre
de σ2b = σ
2
forme/0.34 = 0.8 rad
2/mm. Par contre, l’effet de dispersion du mode`le
de forme masque comple`tement celui induit par le bruit sur les normales, ce qui
explique que l’on trouve un σnm quasi-nul. Enfin, l’e´cart-type du bruit de mesure en
position σm = 0.26mm est lui tout a` fait re´aliste.
Re´partition des normales Reste maintenant a` e´tudier, pour chaque point, la re´par-
tition des normales. Cette e´tude est en fait inde´pendante de ce qui pre´ce`de, car elle est
inde´pendante de la probabilite´ du point.
Par contre il faut tenir compte de la pre´sence d’un bruit de mesure sur le point de la
sce`ne. Nous e´tudierons cette complication en de´tail dans le recalage (section 8.9), et nous
contenterons ici de donner les re´sultats :
– Pour le bruit de mesure sur la position du point, sa prise en compte dans notre
mode`le est identique pour le point de la sce`ne et du mode`le, si bien que l’on peut
ramener la totalite´ du bruit de mesure sur le seul point du mode`le (en prenant la
somme des variances des deux bruits de mesure). C’est ce que nous avons implici-
tement fait jusqu’ici (en particulier, la variance σ2m mesure´e correspond en fait a` la
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variance cumule´e du bruit sur la position des points du mode`le σ2m et de la sce`ne
σ2s).
– En revanche, pour l’orientation, le bruit sur le mode`le intervient dans la formation
de la loi de probabilite´ de la primitive de la sce`ne connaissant le mode`le (et a donc
une influence sur la re´partition des normales en un point donne´, mais aussi sur la
re´partition des points), alors que le bruit de mesure sur la sce`ne vient simplement
modifier la re´partition des normales en un point s donne´. Lorsqu’il est inde´pendant,
il augmente simplement la variance de celles-ci.
Mais ceci reste tre`s the´orique. En-effet, sur les champs empiriques, la trace des tenseurs
(qui sert a` estimer p(s)) est de´ja` tre`s bruite´e, et la forme des tenseurs (qui sert a` estimer
p(ns|s)) l’est encore beaucoup plus. Elle est en pratique inutilisable, sauf si l’on re´duit
conside´rablement la re´solution de notre champ simule´. On peut alors e´tudier quantitati-
vement la re´partition globale des orientations, mais on ne peut en revanche pas e´tudier
finement son e´volution lorsqu’on s’e´loigne du point connu.
Ainsi, sur nos exemples, on ve´rifie que la normale la plus probable correspond a` la
normale a` l’origine (il semble aussi qu’elle s’en e´carte lorsqu’on s’e´loigne du plan tangent,
dans la direction que pre´voyait nos mode`les the´oriques, mais cette analyse reste quali-
tative), et que l’e´cart-type sur celle-ci est de l’ordre de 15deg, 25deg pour les recalages
pointe´s sur les dents / scanner 38.
8.7.6 Conclusion
On peut donc estimer assez pre´cise´ment (sauf pour la re´partition des normales) les
parame`tres du mode`le the´orique qui s’ajuste bien aux re´partitions empiriques des points
dans les donne´es.
De manie`re ge´ne´rale, nous pre´conisons cette e´tude empirique qui permettra bien sou-
vent un re´glage optimal des parame`tres des applications. Ainsi, pour le recalage de points
isole´s sur les dents, on estime un bruit de mesure d’e´cart-type σm = 0.3mm, mais la dis-
persion ne se fait vraiment sentir qu’a` partir de 1mm. Or les re´sultats expe´rimentaux du
recalage sur les meˆmes donne´es (section 6.4.3) se sont ave´re´s optimaux pour σ = 0.3mm,
et ont montre´ que l’on pouvait augmenter la variance σt dans le plan tangent jusqu’a`
1mm pour robustifier l’algorithme sans que la pre´cision se de´grade notablement. Le re´-
glage des parame`tres a` l’aide de l’e´tude empirique des donne´es est donc, sur cet exemple,
quasi-optimal.
38. La variance sur les normales ne semble en revanche pas augmenter significativement lorsqu’on
s’e´loigne du point connu, contrairement a` ce que pre´voyaient les mode`les the´oriques. L’explication est
probablement que la variance due au mode`le reste ne´gligeable face a` la variance du bruit de mesure sur
les normales de la sce`ne. C’est probablement cette dernie`re que l’on mesure ici.
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8.8 Perspectives pour les applications existantes
Le de´but de ce chapitre aura permis de justifier et de re´gler empiriquement les mo-
de`les qui permettent de calculer la probabilite´ d’une primitive connaissant une et une
seule primitive. Nous allons maintenant voir, dans les grandes lignes, comment utiliser
ces mode`les dans des applications varie´es. Il nous faudra en ge´ne´ral eˆtre capable de me´-
langer les informations donne´es par plusieurs primitives connues. Nous parlerons alors
de vote pour de´signer l’information (la probabilite´ p((s,ns)|(mj.nmj)) donne´e par chaque
primitive (mj.nmj) et d’accumulation de votes pour de´signer l’information (la probabilite´
p((s,ns)|(m1.nm1),...,(mj.nmj)) obtenue en prenant en compte les diffe´rentes primitives
connues. Nous verrons donc ici comment re´aliser l’accumulation des votes, et l’utiliser
pour e´crire une probabilite´ a-posteriori ou une vraisemblance (adapte´e a` une application
donne´e), que l’on va chercher a` maximiser.
8.8.1 Filtrage et segmentation d’images
Nous passons ici tre`s rapidement sur deux applications pour le traitement d’images,
pour pouvoir ensuite nous focaliser sur les applications concernant les nuages de points.
Le filtrage d’images base´ sur la saillance a e´te´ pre´sente´ par [August, 2001]. Celui-ci
de´rive, a` partir des mode`les stochastiques, un nouveau noyau de convolution permettant
le lissage anisotrope (et donc le re´haussage) d’images 2D de contours (comme des angio-
graphies). Les re´sultats qu’il obtient sur des images tre`s bruite´es sont remarquables.
L’application qui suit concerne toujours les images 2D de contours, mais il s’agit main-
tenant de segmenter les contours. La premie`re de´finition de la saillance avait d’ailleurs e´te´
introduite par [Sha’ashua and Ullman, 1988] pour re´soudre ce proble`me. [Williams and
Thornber, 2000] a re´cemment montre´ comment adapter ces travaux en utilisant les de´fini-
tions statistiques de la saillance telles celle pre´sente´e ici. Le proble`me de la segmentation
apparaˆıt alors comme un proble`me de maximisation de la vraisemblance. Les re´sultats
expe´rimentaux ont la` aussi prouve´ une grande re´sistance au bruit.
Nos travaux pourraient permettre, dans les deux cas, d’adapter les me´thodes aux
courbes et surfaces en 3D.
8.8.2 Comple´tion de courbes et de surfaces
La comple´tion de courbes en 2D a e´te´ un des premiers proble`mes auquel le SCF a e´te´
applique´. Nous pre´sentons ici un aperc¸u des travaux de [Williams and Jacobs, 1997].
Le proble`me est le suivant : on connaˆıt deux points (m1,nm1) et (m2,nm2) de la courbe,
et on cherche a` interpoler la courbe situe´e entre ces deux points. On commence donc par
e´crire la probabilite´ qu’un point (s,ns) appartienne a` cette courbe, connaissant (m1,nm1)
et (m2,nm2). On suppose pour cela que la courbe suit un processus stochastique sans
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me´moire, ce qui permet de justifier que les deux parties (avant et apre`s (s,ns)) sont inde´-
pendantes, et que la probabilite´ couple´e est donc le produit des probabilite´s individuelles :
p((s,ns)|(m1,nm1),(m2,nm2)) = p((s,ns)|(m1,nm1)).p((s,ns)|(m2,nm2))
Il faut donc ici multiplier les votes pour les accumuler. On peut alors de´finir la vrai-
semblance d’une courbe, et chercher finalement la courbe la plus probable entre les deux
points. Dans le cas du SCF, ceci revient a` minimiser l’e´nergie e´lastique de la courbe [Mum-
ford, 1994], et la meilleure courbe est la spirale d’Euler (i.e. la courbe ou` la variation de
courbure est constante).
Lorsqu’on a maintenant plusieurs points de la courbe, et que l’on connaˆıt leur ordre
(i.e. lorsque les points sont structure´s), on peut appliquer ce qui pre´ce`de a` chaque paire
de points adjacents pour trouver la meilleure courbe passant par ces points. Nous avons
donc la` une approche baye´sienne a` l’interpolation de courbes a` partir d’un e´chantillonnage
structure´.
Nos travaux permettent de proposer de nouvelles applications a` ces techniques :
– L’interpolation de courbes structure´es en 3D.
– L’interpolation de surfaces structure´es : il s’agirait d’e´crire, lorsqu’on dispose d’un
nuage de points triangule´s, la probabilite´ d’un point connaissant les 3 sommets du
triangle auquel il est rattache´.
– L’approximation de surfaces structure´es : les travaux pre´sente´s ici ne prennent pas
de bruit de mesure en compte. Les courbes interpole´es passent donc exactement par
les points fournis. L’incorporation d’un bruit de mesure pourrait peut-eˆtre assouplir
cela, et donner une interpolation approximante.
Remarque pour l’imple´mentation
Comme nous l’avons explique´ a` la section 7.3.3.6, il n’existe pas de formule simple pour
calculer le tenseur du produit de deux probabilite´s - ici T (s|(m1,nm1),(m2,nm2)) - a` partir
du tenseur de chacune de ces probabilite´s - ici T (s|(m1,nm1)) et T (s|(m2,nm2)). On ne peut
donc ici travailler avec les champs de tenseurs, il faut travailler directement avec les lois de
probabilite´s.
8.8.3 Nettoyage des nuages de points et calculs des informations
diffe´rentielles
Il s’agit ici d’ame´liorer la technique d’interpolation des normales pre´sente´e au chapitre
pre´ce´dent (section 7.4), i.e. formaliser la premie`re phase (l’encodage) du vote de tenseur
de Me´dioni [Me´dioni et al., 2000].
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La technique utilise´e ici pour inte´grer les votes de plusieurs points connus s’appuie sur
une probabilite´ a-priori pour chaque point connu p(mi) = pii, et doit alors faire la somme








Ce calcul est fait pour chacun des points d’entre´e, et on peut alors extraire la normale la
plus probable, mais aussi calculer la pertinence de ces points d’entre´e (et nettoyer ainsi le
nuage, en e´liminant les points aberrants). On peut enfin envisager le calcul d’informations
diffe´rentielles d’ordre supe´rieur (courbures comme dans [Tang and Medioni, 1999] 39, ...).
Ces travaux avaient e´te´ notre point de de´part, et il serait maintenant inte´ressant d’y
revenir, en particulier pour voir si nos mode`les fonctionnent mieux que ceux utilise´s par
Me´dioni (et en particulier remplacer le mode`le de la section 7.4.1 par notre mode`le boule
utilise´ lorsque les normales aux points d’entre´es ne sont pas connues, voir section 8.6.1.3).
Remarque pour l’imple´mentation
Comme nous l’avons explique´ a` la section 7.4.2, le tenseur d’une loi obtenue en faisant











On pourra donc directement faire les calculs avec les tenseurs.
8.8.4 Reconstruction de surface
Il s’agit ici d’expliquer la deuxie`me phase du moteur de reconstruction de Me´dioni
(la densification des votes et l’extraction des courbes et surfaces les plus “saillantes”), qui
permet la reconstruction de courbes et surfaces a` partir d’un nuage de points non struc-
ture´s. Cette reconstruction est particulie`rement inte´ressante car elle est approximante :
la triangulation obtenue ne passera pas force´ment par les points fournis, elle peut s’en
e´carter lorsqu’il semblent bruite´s ou meˆme les ignorer lorsqu’ils semblent aberrants.
39. Notons que [Cohen-Steiner and Morvan, 2002] a de´rive´, dans le cadre de la ge´ome´trie algorithmique,
une technique permettant de calculer les courbures sur une surface triangule´e. Cette technique, qui fait
pourtant appel a` des concepts comple`tement diffe´rents, s’imple´mente elle-aussi avec un vote de tenseur.
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8.8.4.1 Techniques existantes
La prise en compte des votes se fait comme dans la section pre´ce´dente, par sommation
ponde´re´e par une probabilite´ a-priori (en ge´ne´ral uniforme). On peut ainsi calculer une
carte dense de la probabilite´ p(s,ns) d’avoir une primitive de la surface en (s,ns), connais-
sant les points d’entre´e. Reste alors a` extraire les courbes et surfaces les plus probables.
On peut envisager plusieurs approches.
Lignes de creˆtes de p(s) On peut chercher la courbe ou la surface forme´e des points
qui maximisent la probabilite´ du seul point. On cherche alors les lignes (ou les surfaces)
de creˆtes de p(s). On obtient ainsi un algorithme simple, mais qui ne tient pas compte de
l’information sur la normale en s.
Technique de Me´dioni On peut chercher la courbe ou la surface pour laquelle la
saillance (la probabilite´ p(s,ns) ou l’une des variantes discute´es dans la section 7.4.4)
est maximale dans les directions perpendiculaires a` l’espace tangent. C’est ce que fait
Me´dioni : il cherche d’abord, pour chaque point s, l’espace tangent le plus probable (via la
tangente ou la normale la plus probable d’apre`s p(ns|s), i.e. la premie`re valeur propre du
tenseur T (s)), puis calcule la de´rive´e de la saillance dans cet espace tangent ainsi choisi.
Il extrait ensuite les 0 de cette de´rive´e qui donnent donc les minima et les maxima de la
saillance perpendiculairement a` l’espace tangent, qu’il faut enfin trier.
L’avantage de cette technique est qu’elle peut eˆtre imple´mente´e efficacement, via un
Marching-Cube (pour les surfaces) ou un Marching-Lines (pour les courbes) le´ge`rement
modifie´.
Le proble`me est que les espaces tangents de la courbe ou surface ainsi segmente´e ne
correspondent pas force´ment a` ceux que l’on a choisi en de´but d’algorithme : il arrive en-
effet qu’il faille faire un compromis, en prenant une surface dont les normales ns ne sont
pas point par point les plus probables (p(ns|s) n’est pas maximal pour chaque point s)
parce qu’elles permettent d’augmenter localement la saillance (i.e. l’inte´grale de p(s,ns)
sur un petit bout de surface).
8.8.4.2 Vers une technique de type EM
L’exemple pre´ce´dent montre qu’il ne faut pas chercher les points les plus probables
pour en faire une courbe, mais s’inte´resser directement a` la courbe ou la surface en tant
que telle. C’est ce que nous allons faire ici dans le cas des courbes, en essayant de pre´senter
les grandes lignes d’une approche ve´ritablement justifie´e, de type EM.
Remarque sur les notations Nous allons ici inverser les notations sur les points, pour
qu’elles soient identiques a` celles que nous avons de´ja` utilise´ pour l’EM : les points connus
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sont les points si (qui forment la sce`ne S), les points de la courbe que l’on cherche a`
retrouver sont les points mj (qui forment le mode`le M).
Repre´sentation de la courbe On va donc chercher ici, d’une fac¸on ou d’une autre,
a` optimiser un crite`re qui de´pend de la courbe cherche´e C. Il faut avant cela choisir une
repre´sentation de cette courbe. Nous allons travailler ici avec une repre´sentation discre`te
de la courbe, i.e. regarder la position des points correspondant a` des abscisses curvilignes
uj discre`tes :
mj = m(uj)





Approche “Maximum A Posteriori” ou “Maximum de Vraisemblance” Main-
tenant que nous avons une repre´sentation parame´trique de la courbe C, on peut e´crire la
re`gle de Bayes avec les donne´es D (ici l’ensemble des points connus si) :
p(D|C)p(C) = p(C|D)p(D)
Les diffe´rents termes sont :
– La probabilite´ a-priori des donne´es p(D) : la re´partition a-priori des donne´es est
uniforme.
p(D) = Cte
– La probabilite´ a-priori de la courbe p(C) : on peut prendre la` aussi une re´partition
uniforme, ou prendre en compte une loi a-priori sur les courbes. Avec un mode`le
de type marche ale´atoire oriente´e sans me´moire (qui permet de favoriser les courbes









2.σ2b (uj+1 − uj)
)
– La vraisemblance, i.e. la probabilite´ des donne´es connaissant la courbe p(D|C) : c’est
ce que les mode`les pre´sente´s dans ce chapitre vont permettre de calculer.
– La probabilite´ a-posteriori de la courbe p(C|D). Elle serait difficile a` e´crire directe-
ment en essayant de me´langer les probabilite´s de chaque point de la courbe connais-
sant les donne´es p((mi,tmi)|(si,tsi)), car ces diffe´rentes lois ne sont pas inde´pen-
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dantes. En revanche, elle peut-eˆtre de´duite de la re`gle de Bayes :
p(C|D) = p(D|C)p(C)
p(D) = Cte.p(D|C)p(C)
C’est l’une de ces deux dernie`res que l’on va chercher a` maximiser. Nous pre´sentons ici le
cas de la vraisemblance (i.e. l’approche MV). La dernie`re e´quation permettra de s’adapter
a` la maximisation de la probabilite´ a-posteriori (l’approche MAP) lorsqu’on veut prendre
en compte une loi a-priori sur la courbe p(C).
Probabilite´ des donne´es connaissant la courbe Nous avons renverse´ le proble`me,
en cherchant a` de´finir la probabilite´ de nos donne´es en fonction de la courbe, et non la
probabilite´ de la courbe en fonction des donne´es. Or, si les probabilite´s des diffe´rents
points de la courbe sont corre´le´es, on peut en revanche souvent supposer que les donne´es
(si,tsi) sont des mesures inde´pendantes (cela de´pend en fait de la me´thode d’acquisition;
ce n’est par exemple pas tout a` fait vrai pour le scanner ou les pointe´s en mode rafale).





Reste donc a` e´crire la probabilite´ d’obtenir (si,tsi) en cherchant a` mesurer un point de la
courbe C. Ce point peut alors en fait eˆtre la mesure de n’importe quel point (mj,tmj) de
la courbe. En notant pij la probabilite´ a-priori de que s soit la mesure du point mj (dans
la plupart des cas, pii sera uniforme), et p((si,tsi)|(mj,tmj)) la probabilite´ de mesurer le
point (si,tsi) sachant que la courbe passe par (mj,tmj) (nous prendrons pour celle-ci un le












Optimisation Nous retrouvons la` un cas typique ou` il faut appliquer l’EM : la vraisem-




i piip((si,tsi)|(mj,tmj)) (analogue par exemple a` l’eq. 4.5), et
cache en fait une variable cache´e (celle qui indique de quel point (mj,tmj) de la courbe
provient la mesure (si,tsi)).
On peut donc directement donner l’algorithme (le lecteur pourra reprendre la section
4.3 pour comprendre comment on y arrive) :
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Initialisation Il faut ici une premie`re estime´e de la courbe. Il pourra par exemple
s’agir de celle donne´e par l’une des deux techniques existantes que nous avons pre´sente´.
E´tape E Il faut ici estimer la matrice d’appariements, i.e. estimer de quel point




E´tape M Il faut maintenant re´-estimer la courbe, i.e. re´-estimer la position des








Cette optimisation doit se faire sous-contrainte, pour prendre en compte la de´finition
de la repre´sentation parame´trique de la courbe C (ici, elle impose ∥∥tmj∥∥ = 1 et
sj+1 − sj = (uj+1 − uj).tmj).
Nous avons donc la` obtenu un algorithme parfaitement justifie´ sur le papier. Nous
nous ne l’avons malheureusement pas teste´, et n’avons donc pas pu e´valuer son efficacite´.
8.8.4.3 Autres perspectives
L’approche de Me´dioni e´tait directe et non parame´trique. La me´thode base´e sur l’EM
est ite´rative et parame´trique, et ne´cessite une initialisation. D’un point de vue de l’ef-
ficacite´ algorithmique, c’est tre`s de´cevant. Aussi pensons-nous qu’il faut continuer les
recherches sur ces algorithmes. De nombreuses pistes se pre´sentent :
– Aborder le proble`me de manie`re variationnelle, par exemple en corrigeant le de´faut
constate´ dans la me´thode de Me´dioni.
– Finir les calculs pour l’EM en espe´rant trouver une simplification qui permette une
re´solution directe.
– Chercher une me´thode interme´diaire.
Notons enfin que, quel que soit l’algorithme utilise´, l’incorporation du bruit de mesure
dans les mode`les pourrait permettre de controˆler beaucoup mieux l’aspect approximant
de la reconstruction (voir figure 8.11).
8.8.5 Nouvelles applications
A ce stade, on peut envisager de trouver de nouveaux de´bouche´s aux notions de
saillances. Pratiquement n’importe quelle application sur des surfaces e´chantillonne´es brui-
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Fig. 8.11 – Exemple sur une courbe des re´sultats que l’on souhaiterait obtenir avec la
reconstruction :
A gauche : Avec un mode`le autorisant un bruit de mesure important, on souhaiterait se
rapprocher d’une ligne droite
A droite : Avec un mode`le autorisant une courbure importante (mais un bruit de mesure
faible), on souhaiterait se rapprocher des points d’entre´e
te´es pourraient tirer profit de notre mode´lisation. Citons notamment les statistiques de
formes, la reconstruction de surfaces 3D a` partir d’une ou plusieurs vues 2D, ... Rappelons
aussi que l’e´quipe de Me´dioni a de´ja` applique´ le vote de tenseurs a` d’autres sujets comme
le suivi de mouvements dans des se´quences [Nicolescu and Me´dioni, 2002], ...
8.8.6 Conclusion
Cette section, tre`s prospective, pre´sente en particulier deux fac¸ons d’accumuler les
votes :
– En multipliant les votes de points voisins (comme dans la comple´tion de courbes,
section 8.8.2) : cette technique est importante, car elle permet de prendre la struc-
turation en compte lorsqu’elle est disponible.
– En additionnant les votes (comme dans l’interpolation de la normale et des infor-
mations diffe´rentielles, section 8.8.2) : cette technique sert lorsque la structuration
n’est pas disponible.
Elle montre aussi, sur certaines applications, comment de´river des algorithmes baye´siens
a` partir de ces votes pour re´pondre au proble`me pose´.
8.9 Recalage de surfaces ale´atoires
L’ide´e originelle de cette deuxie`me partie de the`se e´tait de trouver une probabilite´
d’e´le´ment de surface pour adapter l’ICP/EM du chapitre 4. Nous espe´rions ainsi ge´ne´ra-
liser les techniques utilisant les orientations des normales pre´sente´es a` la section 5.2 et 5.3
et tirer de ce cadre ge´ne´ral une probabilite´ plus repre´sentative des surfaces, dans l’espoir
d’ame´liorer encore la pre´cision et la robustesse, de´ja` satisfaisantes, et surtout d’apporter
une meilleure re´ponse aux proble`mes de pre´diction de la pre´cision (section 5.4), visible-
ment plus sensible aux hypothe`ses et aux parame´trages des algorithmes. Nous faisons
donc ici la jonction entre nos deux parties.
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8.9.1 Algorithme
Rappelons l’algorithme de l’ICP/EM :
Re´pe´ter
De´cimation : De´cimer la sce`ne avec une sphe`re de rayon α.σ.
E´tape E : Pour chaque point oriente´ de la sce`ne (si,nsi) de´cime´e avec poids de
de´cimation wsi
Chercher tous les points du mode`le (mj,nmj) tel que µ
2((si,nsi),(mj,nmj)) <
µ2max en utilisant un kD-Tree
Calculer les poids Aij =
p(T?(si,nsi )|(mj ,nmj ))∑
k p(T?(si,nsi )|(mj ,nmj ))
E´tape M : Re´-estimer T en minimisant −∑ij wsi .Aij. log p(T ? (si,nsi)|(mj,nmj))
Recuit : Ajuster σ2
Jusqu’a` convergence
L’ide´e pour adapter l’ICP/EM est bien suˆr d’utiliser un de nos mode`les en guise de loi
de probabilite´ p(T ? (si,nsi)|(mj,nmj)). Pour savoir quel mode`le utiliser, on cherchera le
mode`le le mieux adapte´ aux donne´es, comme dans la section 8.7. Nous avions d’ailleurs
pre´sente´ dans cette section le cas des recalages utilise´s dans VirtualScope :
– Pour le recalage Scanner/Pointe´s sur l’os, le champ affine convenait parfaitement.
– Pour le recalage Scanner/Pointe´s sur les dents, le champ stochastique semblait mieux
adapte´.
Remarquons que ces mode`les ne prennent en compte que le bruit de mesure sur (mj,nmj).
Or dans le recalage (et contrairement aux autres applications), le point (si,nsi) est lui
aussi une mesure bruite´e d’un point de la surface. Il faut donc rajouter a` nos mode`les
de vote ce dernier phe´nome`ne ale´atoire. Nous le supposerons inde´pendant (hypothe`se en
ge´ne´ral ve´rifie´e, car les points du mode`le et de la sce`ne sont acquis par des me´thodes
diffe´rentes). On montre alors facilement comment le prendre en compte :
– Pour la position du point, nous retrouvons une convolution par la loi du bruit de
mesure en position sur le point de la sce`ne. On doit donc convoluer le mode`le sans
bruit avec la loi du bruit de mesure pour le point du mode`le puis avec celle pour le
point de la sce`ne. Mais il est e´quivalent de convoluer les deux lois des deux bruits de
mesures (dans le cas de bruits gaussiens, on obtient une gaussienne dont la variance
est la somme des variances de chaque bruit), et de convoluer le re´sultat avec le
mode`le sans bruit :(
p(T ? (si,nsi)|(mj,nmj)) ∗ pemj
)
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Autrement dit, on peut reporter le bruit sur le point de la sce`ne dans le bruit sur le
point du mode`le.
– Pour l’orientation de la normale, les choses sont diffe´rentes : la normale au point
du mode`le influence la re´partition globale des points et normales (et donc p(s,ns)
en tout point). En revanche, le bruit sur l’orientation vient simplement modifier
la re´partition des normales en s (et donc p(ns|s)). Dans le cas d’un bruit gaussien
inde´pendant de variance σ2ts , il suffit d’augmenter de σ
2
ts la variance des normales au
point s.
Le mode`le peut donc eˆtre calcule´ dans l’ordre suivant : prise en compte de la loi sur la
forme, sur l’e´chantillonnage et sur le bruit de mesure sur nmj (on utilise l’e´quation 8.9),
puis convolution avec les deux bruits de mesure sur la position, et enfin prise en compte
du bruit de mesure sur nsi (par simple accroissement de σ
2
ts de la variance des normales
en chaque point s).
Remarques pour l’imple´mentation
Reste a` adapter effectivement l’algorithme. Beaucoup de questions se posent, auxquelles l’on
va essayer de re´pondre dans le de´sordre :
Distance de recherche et rejet des points aberrants : comment l’adapter?
Calcul des poids : comment calculer efficacement la probabilite´ pour deux points donne´s?
Calcul de la transformation : comment minimiser le crite`re?
Recuit : quelle e´chelle est concerne´e?
De´cimation : la de´cimation par les sphe`res est-elle justifie´e ? Plus ge´ne´ralement, comment
faire la multi-re´solution, ou plutoˆt de quelle fac¸on peut-on de´cimer la surface en maintenant
au mieux les performances du recalage?
Nous allons ici de´tailler les trois premie`res. Les deux dernie`res, lie´es aux proble`mes d’e´chelles
n’ont pas encore e´te´ re´solues.
Calcul de la probabilite´
Nous allons devoir calculer tre`s souvent (pour chaque paire de points trouve´e) la probabilite´
d’un point oriente´ de la sce`ne connaissant un point oriente´ du mode`le. Ceci repre´sente a` peu
pre`s le tiers du temps de calcul dans l’ICP/EM classique. Il faut donc veiller a` avoir une
me´thode de calcul efficace. Nous utiliserons une loi de probabilite´ p(T ? (s,ns)|(m,nm)) pre´-
calcule´e suivant la me´thode pre´sente´e a` la section 8.6.3. Nous utiliserons comme d’habitude
les ide´es de la section 8.2 pour se limiter a` un champ de tenseur dans la plan xy, que
nous e´chantillonnerons sur une grille re´gulie`re. Pour un point T ? (s,ns) de la sce`ne et un
point (mj ,nmj ) du mode`le, on rame`nera (mj ,nmj ) en l’origine et s dans le plan xy, puis on
calculera la probabilite´ p(s,ns) par interpolation biline´aire dans le champ pre´-calcule´.
Distance de recherche et rejet des points aberrants
Pour pouvoir rejeter les points aberrants, nous avions ajoute´, dans l’ICP/EM, un pseudo-
point mout dans le mode`le, avec une probabilite´ constante pout pour qu’un point si soit une
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mesure de mout, i.e. un point aberrant. Ainsi, pour un point de la sce`ne si donne´, les points
mj tels que p(T ?si,mj) < pout seront rejete´s dans l’ICP (qui ne garde que le plus probable),
ou recevront un poids tre`s faible dans le cas de l’EM.
Avec un bruit gaussien, on avait p(T ? si,mj) = exp(−µ2(T ? si,mj)/2) et on pouvait donc
re´-e´crire l’ine´galite´ pre´ce´dente : p(T ? si,mj) < pout devient µ2(T ? si,mj) > µ2out. Il suffisait
alors d’utiliser une distance de Mahalanobis maximale, pour rejeter les points de probabilite´
infe´rieure a` pout. Dans le cas isotrope, cette distance de Mahalanobis e´tait directement relie´e
a` la distance usuelle par µ2 = d2/σ2. On pouvait donc utiliser la distance de recherche
maximale dmax = σ.
√
µ2out.
Nous proce´derons ici de meˆme, en fixant une probabilite´ pout, et en calculant la distance de
recherche dmax qui convient. Comme nos mode`les ne sont plus isotropes, on peut avoir des
points s situe´s a` la meˆme distance d de m mais donnant des probabilite´s tre`s diffe´rentes.
Pour une distance d donne´e, les points situe´s sur le plan tangent (sous-entendu : et dont
l’orientation correspond a` celle du plan tangent) seront les plus probables, et les points
dans l’axe de la normale seront les moins probables. Le re´glage de la distance de recherche
doit tenir compte de ces spe´cificite´s, et en particulier permettre de trouver tous les points
dont la probabilite´ est supe´rieure a` pout. On utilisera donc la distance dmax qui correspond
au premier point du plan tangent dont la probabilite´ est infe´rieure a` pout. Ensuite, pour
chaque point si, on cherchera dans un premier temps, a` l’aide du kD-Tree les points mj
dans la sphe`re de centre si et de rayon dmax. Dans un deuxie`me temps, on calculera la
probabilite´ p(T ? (s,ns)|(m,nm)), et on ne gardera que les paires de points pour lesquelles
cette probabilite´ est effectivement supe´rieure a` pout.
Calcul de la transformation
Pour le calcul de la transformation, i.e. la minimisation du crite`re −∑ij wsi .Aij . log p(T ?
(si,nsi)|(mj ,nmj )), il n’existe pas de solution explicite. Nous utilisons donc une descente de
gradient, que l’on peut imple´menter en reprenant les sections 3.8.2 (qui explique la descente
de gradient pour l’ICP) et 4.5 (qui explique comment l’adapter a` l’ICP/EM). Il faut alors
remplacer la distance D(T ? s,m) par la log-probabilite´ − log p(T ? s,m), et en particulier
calculer son gradient et son hessien. Ces derniers sont en fait pre´-calcule´s en meˆme temps
que la probabilite´ (lors du filtrage gaussien), i.e. pour (m,nm) a` l’origine et s dans le plan
xy, et on utilise les formules de la section 8.2 pour effectuer le calcul pour (m,nm) et (s,ns)
quelconque.
8.9.2 Re´sultats pre´liminaires
Nous n’avons pas pu, faute de temps, tester intensivement cette nouvelle mouture de
l’ICP/EM. Nous n’avons a` vrai dire fait qu’une seule expe´rience, base´e sur une imple´men-
tation encore partielle : on n’a teste´ que le mode`le affine, n’avons pas utilise´ les normales
aux points de la sce`ne nsi , et n’avons pas utilise´ d’approche multi-e´chelle. Aussi, nous
ne pouvions espe´rer obtenir de bons re´sultats en termes de robustesse, et nous sommes
concentre´s sur la pre´cision. Nous avons donc cherche´ automatiquement les parame`tres
permettant d’atteindre la meilleure pre´cision, exactement comme nous l’avions fait dans
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Mode`le gaussien Mode`le affine
Impre´cision moyenne 0.26 mm 0.24 mm
Impre´cision max. 0.19 mm 0.17 mm
Nb. d’ite´rations moyen 14 32
Nb d’ite´rations max. 23 77
Tab. 8.1 – Performances compare´es de l’ICP/EM classique (avec mode`le de bruit gaus-
sien) et l’ICP/EM du chapitre 8 (avec mode`le de bruit affine) sur la base de test
la section 6.4.5 (nous avons en particulier utilise´ les meˆmes donne´es, la meˆme fac¸on de
mesurer la pre´cision).
Le tableau 8.1 suivant compare les performances obtenues avec celles de l’ICP/EM
classique (i.e. avec mode`le de bruit gaussien), lui aussi optimise´ pour la pre´cision. On y
voit que cette premie`re imple´mentation, bien qu’incomple`te et mal adapte´e au recalage
sur les dents (il aurait fallu utiliser le mode`le stochastique), a de´ja` apporte´ un le´ger gain
(de l’ordre de 10%) en termes de pre´cision, et a surtout permis de diminuer fortement le
nombre d’ite´rations. Ceci n’est gue`re inte´ressant en termes de temps de calcul (chaque
ite´ration demande a` peu pre`s deux fois plus de temps, le temps global de recalage diminue
donc assez peu), mais montre probablement que nos mode`les de surfaces sont mieux
adapte´es au recalage.
Nous avons enfin voulu e´tudier la pre´diction the´orique de l’incertitude pour notre nou-
velle variante de l’ICP/EM. Les rares expe´riences nous ont amene´s aux meˆmes conclusion
que pour l’ICP/EM classique (section 5.4.1) : la pre´diction peut eˆtre relativement bonne
lorsque les parame`tres sont tre`s bien re´gle´s (ce qui est peut-eˆtre ici facilite´ par l’e´tude des
lois empiriques qui permet de re´gler finement les parame`tres du mode`le de surface), mais
peut encore varier presque du simple au double autour de la bonne valeur.
8.9.3 Discussion
Nous avons donc adapte´ l’ICP/EM en utilisant les mode`les de´veloppe´s dans ce chapitre.
Les premiers re´sultats avec le mode`le affine semblent encourageants : les gains en pre´cision
et vitesse sont bien visibles, bien que modestes (mais le mode`le affine est encore tre`s proche
du mode`le gaussien, comme nous l’avons signale´ a` la section 8.3.3). Il faut donc poursuivre
nos efforts avec d’autres mode`les.
Par contre, il est deux points que nous n’avons pas encore aborde´ :
– L’utilisation d’une approche multi-e´chelle associe´e a` une de´cimation : nous ne savons
pas comment inte´grer cette nouvelle mouture de l’ICP/EM dans une approche multi-
e´chelle et multi-re´solution, car ce sont deux proble`mes que nous avons comple`tement
e´lude´s dans ce chapitre, et qui font partie des principales perspectives signale´es dans
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Fig. 8.12 – Exemple de lois empiriques (cf section 8.7) pour un bon et un mauvais recalage
Scanner/Pointe´s sur les dents.
A gauche : pour un bon recalage, on retrouve la forme caracte´ristique de nos mode`les de
vote.
A droite : pour un mauvais recalage, on retrouve une loi beaucoup plus diffuse.
la conclusion de cette the`se.
– Les syste`mes de se´curite´ : on peut tre`s certainement mettre au point un syste`me
de se´curite´ (cf section 6.2.3) par l’e´tude de la loi empirique entre les deux surfaces
recale´es (cf section 8.7), tre`s diffe´rente pour un bon et un mauvais recalage, comme
le montre l’exemple de la figure 8.12.
8.10 Conclusions
Nous avons, dans ce chapitre, re´ussi a` mettre au point la brique qui manquait a` notre
ICP/EM : une ve´ritable loi de probabilite´ pour les e´le´ments de surfaces e´chantillonne´es et
bruite´es.
Il nous a fallu pour cela regrouper et poursuivre les travaux sur les notions de saillance
et les techniques de vote de tenseurs, originellement de´veloppe´s pour des applications
diffe´rentes de la noˆtre (ce qui laisse entrevoir des perspectives nombreuses et importantes,
qui seront re´sume´es dans le chapitre suivant).
Nous nous sommes donc appuye´s sur les points semi-oriente´s, et, apre`s avoir montre´
comment utiliser un champ de tenseur pour repre´senter et e´tudier efficacement des lois de
probabilite´ sur ce type de primitives, nous avons montre´ comment en de´river une a` partir
de trois composantes :
– Un mode`le sur la forme de la surface. Nous avons pre´sente´ plusieurs mode`les permet-
tant de de´river une loi de probabilite´ en 2D : un mode`le affine, un mode`le sphe´rique
et un mode`le stochastique. Nous les avons en partie adapte´s en 3D.
– Un mode`le sur l’e´chantillonnage : nous avons la` aussi pre´sente´ plusieurs mode`les
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adapte´s a` des applications varie´es (e´chantillonnage re´gulier, ale´atoire uniforme, ...).
– Un mode`le sur le bruit de mesure.
Nous avons montre´ comment me´langer ces 3 composantes, et avons en particulier effectue´
un calcul approche´ mais explicite dans les cas les plus simples. La confrontation avec les
donne´es empiriques a montre´ le bien-fonde´ de notre approche et a permis de re´gler faci-
lement nos mode`les pour une application donne´e. Les re´sultats expe´rimentaux montrent




Cette the`se n’apporte pas d’ide´es ve´ritablement re´volutionnaires. Ceci n’est pas sur-
prenant, dans la mesure ou` les the`mes aborde´s ont e´te´ abondamment e´tudie´s par la com-
munaute´ scientifique depuis le de´but des anne´es 90 : la premie`re partie, consacre´e au reca-
lage, repose sur l’ICP introduit par [Zhang, 1992; Zhang, 1994; Chen and Medioni, 1991;
Chen and Medioni, 1992; Besl and McKay, 1992] et la deuxie`me partie, consacre´e
a` la mode´lisation des e´le´ments de surfaces e´chantillonne´es bruite´s, repose sur la no-
tion de saillance telle qu’elle a e´te´ pre´sente´e par [Mumford, 1994] et [Guy, 1996;
Guy and Medioni, 1997].
En revanche, la volonte´ d’aborder ces travaux en adoptant syste´matiquement un point
de vue statistique 40 a permis de re´-interpre´ter, se´lectionner, regrouper, recouper, formali-
ser, ge´ne´raliser et comple´ter la plupart des ide´es qui avaient e´te´ propose´es. Ainsi a-t-on pu
proposer une the`se dans laquelle toutes les me´thodes reposent sur les statistiques usuelles :
– Le proble`me du recalage est aborde´ comme un proble`me de maximisation de la
vraisemblance. Cette dernie`re peut eˆtre comple`tement de´finie a` partir d’un mode`le
de bruit sur les points. Notre approche permet alors d’adapter l’ICP, l’ICP/EM et
la pre´diction the´orique de leur incertitude a` n’importe quel mode`le de bruit sur les
donne´es. Ceci permet de justifier (ou corriger) et cre´er de fac¸on remarquablement
intuitive des variantes de ces algorithmes qui prennent en compte les spe´cificite´s de
nos donne´es.
– La mode´lisation des e´le´ments de courbes et surfaces e´chantillonne´es bruite´es repose
sur la notion de saillance a` laquelle on donne une de´finition purement probabiliste.
40. J’aimerai ici faire remarquer que, comme j’ai pu le constater a` ECCV’02, les techniques statistiques
sont en train de rentrer en force dans le monde de la vision par ordinateur. Il y a encore deux ans, la grande
majorite´ des travaux reposaient sur des me´thodes “de´terministes”, i.e. ne prenaient pas explicitement
en compte la caracte`re bruite´ des donne´es. Maintenant les trois-quarts de travaux s’appuient sur les
statistiques, soit en les incorporant aux me´thodes existantes, soit en les utilisant pour de´river des me´thodes
comple`tement nouvelles. En prenant intrinse`quement en compte du bruit sur les donne´es, elles permettent
d’ame´liorer la pre´cision et surtout la robustesse des algorithmes dans la quasi-totalite´ des applications ou`
ce bruit est pre´sent.
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Elle permet, dans de nombreuses applications, d’e´crire une vraisemblance et d’en
de´duire un algorithme capable de la maximiser.
– Les aspects plus pratiques et expe´rimentaux utilisent les meˆmes outils statistiques.
Ceci permet un dialogue fructueux entre les plans pratiques et the´oriques. On peut
par exemple ajuster les mode`les the´oriques de bruit sur l’e´tude empirique des don-
ne´es et savoir ainsi comment re´gler les algorithmes. On peut aussi confronter l’e´tude
expe´rimentale et la pre´diction the´orique de leur pre´cision.
Enfin, nous avons montre´, sur l’exemple du recalage, comment mettre en e´vidence des
parame`tres d’e´chelles dans les mode`les de bruits. Ceci a permis d’incorporer facilement
l’algorithme dans une approche multi-e´chelle, plus robuste, et nous a donne´ l’ide´e de
l’associer a` une approche multi-re´solution, plus rapide.
9.1 Recalage
9.1.1 Interpre´tation statistique et pre´diction the´orique de l’in-
certitude
Nous avons pre´sente´ la formalisation statistique du recalage de fac¸on claire en ras-
semblant et comple´tant les efforts de´ja` re´alise´s dans ce sens. Nous avons montre´ que
l’ICP e´tait tout simplement l’estimateur qui cherchait la transformation et la configura-
tion d’appariements la plus vraisemblable sous hypothe`se de bruit gaussien. Nous avons
alors calcule´ la vraisemblance et ainsi ge´ne´ralise´ l’algorithme pour une hypothe`se de bruit
quelconque, puis avons montre´ comment le modifier a` la fac¸on de l’EM pour donner moins
d’importance a` l’estimation des appariements et rendre ainsi l’algorithme plus robuste.
Le chapitre 5 a prouve´ le bien-fonde´ et la maniabilite´ de notre approche : nous y avons
montre´ comment adapter aise´ment nos algorithmes sans perdre leurs bonnes proprie´te´s
(une convergence suˆre et rapide, une pre´cision quasi-optimale) en modifiant le mode`le
de bruit. On a ainsi pu estimer un e´ventuel de´calage sur les points, et surtout prendre
en compte l’aspect surfacique de nos donne´es, graˆce a` l’utilisation de la distance entre
normale, des mode`les semi-anisotropes, puis des mode`les plus ge´ne´raux de la deuxie`me
partie de ce manuscrit.
Enfin, nous avons montre´ comment adapter la pre´diction the´orique de la pre´cision de
ces algorithmes, en se basant toujours sur le seul mode`le de bruit. Nous avons de plus
utilise´ cette pre´diction pour guider le chirurgien lors de l’acquisition de ces nuages de
points.
A part cette dernie`re technique, nous avons valide´ toutes les e´tapes de notre approche,
et ne voyons gue`re comment elles pourraient eˆtre encore ame´liore´es dans le cadre de
VirtualScope. Aussi les perspectives se concentrent-elles dans la possibilite´ d’essayer des
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mode`les de bruits plus subtils, qui prennent en compte les corre´lations ou s’appuient sur
les mode`les de surfaces e´chantillonne´es bruite´es du chapitre 8. On peut meˆme envisager
de s’inte´resser a` d’autres types de recalages auxquels l’ICP a de´ja` e´te´ applique´, comme le
recalage 2D/3D [Nicolau et al., 2003], le recalage non rigide [Feldmar and Ayache, 1996;
Rangarajan et al., 1997b], le recalage multiple [Cunnington and Stoddart, 1999] ou le
recalage iconique [Feldmar et al., 1997b]. On peut aussi songer a` la prise en compte
d’autres informations (comme une information a-priori sur la transformation) par le biais
d’une approche MAP [Wells, 1997].
9.1.2 Aspects multi-e´chelles
Nous avons incorpore´ de fac¸on tre`s intuitive les techniques du multi-e´chelle a` notre
approche, ce qui a permis de robustifier le recalage. Mais n’e´tant pas spe´cialistes de ces
techniques, nous ne l’avons fait que de fac¸on tre`s heuristique, et une e´tude un peu plus
rigoureuse s’ave`re maintenant ne´cessaire pour faire ve´ritablement le lien avec le cadre ma-
the´matique du multi-e´chelle [Lindeberg, 1994]. Ceci permettrait probablement de mieux
e´tudier la robustesse de l’algorithme et de savoir quelle strate´gie de raffinement progressif
de l’e´chelle choisir.
Nous avons ensuite pense´ a` associer la multi-re´solution au multi-e´chelle, en de´cimant
nos nuages de points. La technique de de´cimation utilise´e a permis d’acce´le´rer l’algorithme
de recalage tout en limitant la de´gradation de ses performances. Il nous manque cepen-
dant une ve´ritable e´valuation mathe´matique de cette de´gradation (que nous conjecturons
comme e´tant optimale car au deuxie`me ordre, section 4.4.3).
Il nous manque enfin une interpre´tation vraiment statistique du processus de de´cima-
tion. Il faudrait probablement pour l’obtenir poser le proble`me comme celui de la recherche
du nuage de points conservant au mieux l’information contenue dans le nuage original.
La question se pose alors de savoir quelle de´finition de l’information utiliser : va-t-on s’ap-
puyer sur une de´finition ge´ne´rale telle celle de Shanon (et minimiser alors la distance de
Kullback-Leibler entre les lois de probabilite´s repre´sentant les deux nuages), ou une de´fi-
nition de l’information plus spe´cifique a` l’application (l’information utilise´e effectivement
par l’algorithme de recalage a` une e´chelle donne´e, qui ne tient par exemple pas compte
de la structuration e´ventuelle du nuage de points)?
9.1.3 Performances
De manie`re ge´ne´rale, notre approche a permis d’ame´liorer nettement les performances
du recalage :
– Pre´cision : l’utilisation de l’ICP/EM a permis une le´ge`re ame´lioration de la pre´ci-
sion, principalement due a` la re´solution des proble`mes de re´pe´tabilite´ de l’ICP. Les
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re´sultats sont maintenant tre`s proche de la limite de Cramer-Rao (la pre´cision maxi-
male the´oriquement atteignable), ce qui nous ame`ne a` penser qu’il n’y a plus gue`re
d’ame´liorations possible.
– Robustesse : l’approche multi-e´chelle a permis de rendre l’algorithme beaucoup plus
robuste. Mais la tole´rance sur la transformation initiale, bien que satisfaisante pour
notre application, reste tre`s limite´e (elle est de l’ordre de 1 cm pour les maˆchoires).
Il faudrait donc poursuivre les recherches sur la robustesse, soit en re´glant mieux
la strate´gie de raffinement progressif de l’e´chelle, soit en utilisant des techniques
radicalement diffe´rentes, telles celles pre´sente´es a` la section 6.2.2 (recuit-simule´ sur
la transformation, algorithmes ge´ne´tiques, ...).
– Temps de calcul : la de´cimation a permis de diviser le temps de calcul jusqu’a` un
facteur 10. La possibilite´ de paralle´liser les calculs avec des rendements supe´rieurs a`
90%, meˆme pour un nombre e´leve´ de processeurs, permet de gagner encore un ordre
de grandeur, et d’envisager une utilisation temps-re´el.
9.1.4 E´tude expe´rimentale
Nous avons mene´ une e´tude expe´rimentale tre`s fine de nos algorithmes, ce qui est
encore he´las inhabituel.
Nous avons ainsi mis au point un banc de test entie`rement automatise´, permettant
l’e´tude sur une base de plusieurs patients, de la robustesse et de la pre´cision du reca-
lage rigide, meˆme en l’absence de ve´rite´ terrain (il a suffi pour cela d’utiliser plusieurs
acquisitions des meˆmes donne´es pour calculer un e´talon bronze ou zinc).
Ce banc de test est conc¸u pour les transformations rigides, et une premie`re perspective
est son adaptation a` d’autres types de transformations (e.g. affines, non-parame´triques).
Certaines notions (comme l’utilisation de l’erreur de recalage sur cibles) pourront eˆtre
directement transpose´es, mais beaucoup (comme la comparaison de deux transformations,
utilise´e pour l’e´tude de robustesse, et l’analyse statistique d’une se´rie de transformations,
utilise´e pour l’e´tude de pre´cision) pourront poser proble`mes.
Dans le cas rigide, l’e´tude de robustesse semble satisfaisante, mais beaucoup de ques-
tions se posent concernant celle de la pre´cision :
– Comment prendre en compte les corre´lations entre les diffe´rents recalages lorsqu’on
dispose de beaucoup de boucles de consistances (i.e. lorsque l’on aura a` la fois
plusieurs acquisitions de la sce`ne et du mode`le).
– Comment estimer la corre´lation entre deux algorithmes (ou entre diffe´rents para-
me´trages), pour pouvoir mieux les comparer et comprendre leur fonctionnement, et
pour ame´liorer l’estimation de l’e´talon bronze.
– Comment mieux caracte´riser les performances d’un meˆme algorithme sur une base de
test de plusieurs patients? Comment prendre en compte une base de test he´te´roge`ne
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(contenant des donne´es avec des niveaux de bruits variables, voire des me´thodes
d’acquisitions variables), et ainsi mesurer une pre´cision “absolue” (et non relative a`
une classe de donne´es) des algorithmes?
9.1.5 Application VirtualScope
Nous conclurons sur le recalage avec ce qui a guide´ ce travail tant the´orique qu’expe´-
rimental : son application a` VirtualScope.
Pour pouvoir re´gler l’algorithme pour une application donne´e, nous avons discute´ en
de´tail la signification et le roˆle des diffe´rents parame`tres. Nous avons fait la distinction
entre les parame`tres d’e´chelles, re´glables manuellement a` partir de l’e´tude empirique des
donne´es 41 , et les parame`tres invariants, dont nous avons donne´ des valeurs types. Nous
avons enfin pre´sente´ l’e´bauche d’une me´thode automatique permettant d’ajuster finement
tous ces parame`tres en optimisant les performances mesure´es par le banc de test.
Ainsi, nous avons pu fournir un algorithme de recalage re´pondant au cahier des charges
de VirtualScope : une pre´cision de l’ordre de 0.2mm, un temps de calcul de quelques
secondes, et une robustesse sur-dimensionne´e (une tole´rance sur la transformation initiale
de l’ordre de 8mm, sachant que la pre´cision de celle-ci est de l’ordre de 2mm). Enfin, pour
garantir une parfaite se´curite´, nous lui avons adjoint un syste`me permettant de rejeter les
e´ventuels mauvais recalages.
Il reste a` savoir si ces travaux permettront de s’attaquer vraiment facilement a` une
nouvelle application : les re´glages empiriques et les valeurs-type seront-ils corrects et l’op-
timisation efficace? Faudra-t-il les revoir, ou meˆme changer l’algorithme lui-meˆme? Les
nombreuses applications que l’on peut envisager apporteront certainement leur lot de sur-
prises... elles obligeront suˆrement a` changer un peu de point de vue, comme nous l’avons
fait avec notre approche purement statistique. La taˆche ne sera pas si facile qu’il n’y
paraˆıt, mais elle sera certainement tre`s instructive et fructueuse.
9.2 Mode´lisation probabiliste des surfaces
La deuxie`me partie, consacre´e a` la mode´lisation statistique d’e´le´ments de surfaces
e´chantillonne´es bruite´es, essaye de regrouper diffe´rents travaux dans un meˆme e´difice, qui
reste tre`s the´orique et incomplet. Certes, nous confrontons souvent nos ide´es aux donne´es
re´elles, pour ve´rifier que notre e´difice reste solide et adapte´ a` ces donne´es. Et force est
de constater que l’application au recalage, bien que partielle, apporte des re´sultats pro-
metteurs. Mais, contrairement a` nos attentes, nous n’avons que superficiellement aborde´
les nombreuses autres applications possibles de ces travaux, et nous sommes contente´
41. via la variance mesure´e par le recalage dans la premie`re partie, via l’ajustement du mode`le the´orique
sur la loi empirique dans la deuxie`me partie
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d’utiliser des briques rudimentaires ou meˆme parfois approximatives pour mieux nous
concentrer sur l’architecture de l’e´difice. Aussi les re´ponses manquantes et les questions
nouvelles (notamment celle de la validation de toutes ces techniques) sont innombrables
et touchent beaucoup de domaines. Les conclusions et perspectives que nous pre´sentons
ici ne sont certainement pas exhaustives.
9.2.1 Statistiques sur les normales
La premie`re brique de notre e´difice est forme´e des outils statistiques que l’on utilise
pour les normales ale´atoires.
Nous pre´sentons les outils rigoureux puis des outils approche´s (qui s’apparentent en-fait
a` des M-Estimateurs, et le rapprochement serait inte´ressant a` faire) qui s’ave`rent robustes
et surtout plus pratiques. Nous justifions ainsi certaines me´thodes utilise´es couramment
(notamment dans notre recalage) pour travailler avec des normales ou des rotations. Nous
nous focalisons finalement sur l’une d’elle qui, via les tenseurs, permet de manipuler effica-
cement la moyenne et la covariance d’une normale ale´atoire. L’exemple de l’interpolation
des normales illustre son potentiel.
Aussi, nous avons choisi cette me´thode des tenseurs pour construire le reste de notre
e´difice. Mais on pourrait tre`s bien la remplacer, par exemple, par les outils rigoureux.
Ceci serait meˆme souhaitable dans le cas ou` peuvent apparaˆıtre des lois bi-modales (au
croisement de deux surfaces par exemple), car les tenseurs sont incapables de les traiter.
9.2.2 Mode`les de surfaces e´chantillonne´es ale´atoires
La construction de notre e´difice a continue´ avec l’e´dification des mode`les de surfaces
directement inspire´e des notions de saillance et de votes de tenseurs. Nous les avons de´finis
comme devant repre´senter la probabilite´ de mesurer un point semi-oriente´ de la courbe
ou la surface connaissant un (et un seul) autre point semi-oriente´ de celle-ci. Nous avons
montre´ comment obtenir un mode`le de cette loi de probabilite´, a` partir de trois e´le´ments :
– Une loi sur la forme de la courbe ou surface, qui controˆle la fac¸on dont les points
peuvent se disperser autour du plan tangent lorsqu’ils s’e´loignent du point connu.
– Une loi sur l’e´chantillonnage, qui indique l’e´loignement au point connu.
– Une loi sur le bruit de mesure.
Nous avons donne´ les exemples les plus e´vidents pour chacun de ces e´le´ments, et calcule´
approximativement mais explicitement le mode`le the´orique re´sultant de leur combinaison
la plus simple (sous hypothe`se d’inde´pendance).
Mais la` aussi, bien que la confrontation avec les lois empiriques soit satisfaisante, il
reste beaucoup de choses a` revoir (comme les approximations dans les calculs, la de´rivation
des mode`les en 3D) et de nouvelles lois a` essayer.
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9.2.3 Applications
Nous avons ensuite re´fle´chi aux diffe´rentes utilisations possibles de nos mode`les de sur-
faces e´chantillonne´es bruite´es. Elles concernent potentiellement toutes les applications ou`
interviennent des donne´es bruite´es de courbes ou surfaces e´chantillonne´es, que ce soit par
le biais d’images 2D ou 3D (re´haussage, segmentation) ou de nuages de points (nettoyage,
calcul des normales et autres informations diffe´rentielles 42, comple´tion, reconstruction, re´-
e´chantillonnage, de´cimation). Nous avons montre´ sur des exemples la probable marche a`
suivre : ajuster le mode`le aux donne´es, comprendre comment inte´grer le vote de plusieurs
points (i.e. calculer la probabilite´ d’un point connaissant plusieurs points), en de´duire
une probabilite´ ou une vraisemblance adapte´e au proble`me, et construire un algorithme
capable de la maximiser. Reste a` le faire effectivement. On pourra commencer par revoir,
aux vues de notre travail, les me´thodes qui nous ont inspire´, puis chercher de nouvelles
applications.
Nous en avons trouve´ une premie`re, qui fait e´le´gamment la jonction entre les deux
parties de cette the`se en utilisant nos mode`les au sein de l’ICP/EM. Et elle s’est d’ores et
de´ja` re´ve´le´e fe´conde, combinant succe`s the´oriques (elle justifie et ge´ne´ralise les techniques
du chapitre 5) et pratiques (les premie`res expe´riences montrent qu’elle ame´liore le´ge`re-
ment la pre´cision et sa pre´diction et diminue sensiblement le nombre d’ite´rations). Mais
notre imple´mentation n’est encore que partielle, et une e´tude plus pousse´e s’impose pour
comprendre les ve´ritables capacite´s de notre approche.
9.2.4 Aspects multi-e´chelles
Dans cette deuxie`me partie, nous avons parle´ d’e´chelles (les diffe´rentes variances qui
interviennent dans nos mode`les : celle du mode`le d’e´chantillonnages, du mode`le de forme,
et celles du bruit), mais pas d’approche multi-e´chelles. Il ne serait pourtant pas surprenant
qu’il se passe des choses inte´ressantes lorsqu’on fait varier certaines de ces e´chelles, comme
nous l’avons fait dans l’ICP/EM.
Il faut en particulier se poser les question suivantes :
– A quels parame`tres appliquer le sche´ma multi-e´chelle : a` la variance des points, c’est
e´vident, mais quid de la variance des normales et des autres parame`tres (parame`tre
de forme, e´chelle d’e´chantillonnage)?
– Retrouve-t-on des me´thodes connues (de ge´ome´trie algorithmique par exemple) pour
des e´chelles de bruits de mesure ne´gligeables (comme l’ICP avec l’ICP/EM, voir
annexe B)? Inversement, peut-on incorporer un mode`le de bruit dans ces me´thodes
connues?
42. qui pourrait permettre de calculer des invariants et les utiliser dans le recalage
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– Que se passe-t-il lorsque l’on tend vers une e´chelle d’e´chantillonnage nulle, i.e. vers
le continu?
– Comment mettre au point une approche multi-re´solution sur les surfaces e´chantillon-
ne´es, qui explique rigoureusement comment lisser ou de´cimer au mieux une surface




e´cart-types pour l’ICP et l’ICP/EM
A.1 Utilisation des valeurs des re´sultats des reca-
lages : Principe
Nous avons de´ja` explique´, dans la section 3.2.1.0, que la valeur du crite`re sous sa forme





2(T ? si,mj) e´tait, pour un bon recalage, une
estimation statistique de la variance re´elle des erreurs. Les diffe´rentes modifications que
nous avons depuis apporte´es doivent cependant eˆtre prises en compte.
Nous ferons les calculs pour un bruit homoge`ne isotrope, bien qu’il ne soit pas difficile
de ge´ne´raliser. Nous noterons σ2r la valeur re´elle de la variance du bruit, σ
2
e la valeur
utilise´e par les algorithmes (i.e. l’e´chelle) et σ2m l’estimation statistique de la variance









Nous supposerons dans la suite que le recalage est bon. En effet, s’il ne l’est pas, σ2m
augmente. De plus, nous verrons que la fonction qui nous permet d’estimer σ2r en fonction
de σ2m pour σ
2
e donne´e est croissante. On aura donc tendance a` surestimer σ
2
r si le recalage
est moins bon, ce qui n’est, comme nous le verrons dans les re´sultats d’expe´rience, pas
geˆnant.
A.2 Prise en compte des points aberrants
Nous avons introduit, pour rejeter les faux positifs, une distance maximale Dmax et des
pseudo appariements (D sera ici la distance quadratique : D(x,y) = ‖x− y‖2). Ceux-ci
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vont modifier la valeur mesure´e de σ2m. C’est cette modification que nous allons e´tudier.
Nous pourrions d’ailleurs calculer deux valeurs mesure´es, une en prenant en compte les
pseudo appariements du type point aberrant, l’autre sans les prendre en compte. Nous ne








Par conse´quent, σ2m est une estimation statistique de D(e,0) sachant que D(e,0) < D
2
max.
On a donc :
σ2mapp ∼ E [D(e,0)|D(e,0) < Dmax] =
∫








qui peut se re´ e´crire apre`s manipulation des inte´grales :





















Nous allons e´tudier de plus pre`s la fonction corrective δ(A). On peux constater qu’il
s’agit de la de´rive´ du log du de´nominateur, qui n’est autre que la fonction de re´partition




d log(P (χ2D < A))
dA
Il s’agit d’une fonction de´croissante, que nous avons ici trace´e en dimension 3 :
Nous pourrons donc approcher σ2r en ne´gligeant δ, ce qui ne sera valable que siDmax/σ
2
r




dans le cas contraire, il faudra re´soudre l’e´quation A.1 pour connaˆıtre σ2r .
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A.3 Distance de Mahalanobis
Les re´sultats pre´ce´dents sont faciles a` adapter lorsqu’on utilise la distance de Mahala-
nobis. Il suffit de ne pas confondre ce qui de´pend de la variance σ2e utilise´ pour la calculer,
et ce qui de´pend de σ2r , valeur re´elle de la variance.





On distingue donc l’estimation statistique σ2m de la distance moyenne entre points,
et l’estimation statistique (µ2e)m de la distance de Mahalanobis µ
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Le raisonnement est alors le meˆme que dans le cas pre´ce´dent et on obtient :












L’EM introduit un biais supple´mentaire du fait de la pre´sence d’une gaussienne dans les


















Nous allons approcher grossie`rement ce terme : nous allons tout d’abord conside´rer
que les contributions des termes
∑










Le nume´rateur est alors une estimation statistique de l’espe´rance de
exp(−µ2e(e)/2).µ2e(e), et le terme au de´nominateur une estimation du terme
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exp(−µ2e(e)/2). On a donc :
µ2mapp ∼
E [exp(−µ2e(e)/2).µ2e(e)|µ2e(e) < µ2max]






























Tout ce comporte donc comme si la variance re´elle de la variable avait e´te´ remplace´e































Pour µ2max suffisamment important, on peux donc ne´gliger δ sans proble`me, et retrouver









Nous avons re´alise´, pour chaque Picza disponible, un se´rie d’expe´riences de pre´cisions
sur le recalage avec un nuage de points per-ope´ratoires (voir 6.3.2.0), en faisant varier
l’e´chelle de l’algorithme (i.e. σ2e).
Voici les re´sultats pour le Picza a` 0.2mm, avec, en abscisse,
√
σ2e , l’e´chelle utilise´e par
les algorithmes. Tout d’abord, la pre´cision du recalage, exprime´e comme l’e´cart-type de
la TRE (les cibles e´tant re´parties sur l’ensemble de la maˆchoire) :
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L’algorithme semble optimal dans la zone situe´e pour une variance de l’ordre de 0.15
mm a` 0.2mm, qui correspond effectivement, comme nous allons le voir, a` la variance des
points.
Voyons maintenant l’estimation des variances (en fait de sa racine carre´, l’e´cart-type)
correspondante; la courbe infe´rieure repre´sente ce calcul, la courbe supe´rieure prend aussi
en compte les points aberrants :
L’estimation des variance est stable dans la zone situe´e entre 0.2mm et 0.6mm. L’e´cart
type correspondant est de l’ordre de 0.175mm. L’estimation de la variance n’est donc
stable que lorsque l’algorithme utilise une variance surestime´e. Nous avons voulu savoir si
ce de´faut venait de δ. Pour c¸a, nous avons conside´rablement augmente´ µ2max, en le fixant a`
30, si bien que δ < 10−5 (au lieu de δ < 0.2 pour µ2max = 6.25). L’estimation des variances
posse`de alors la forme suivante :
L’estimation est alors encore plus stable dans la zone situe´e entre 0.2mm et 0.6mm,
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mais reste hautement instable pour une variance estime´e de l’ordre de la variance ve´ritable.
Ce re´sultat provient probablement de la baisse conse´quente du nombre d’appariements
pertinents, et de leur re´partition quasi uniforme, et nous empeˆche d’utiliser directement
l’estimation ici de´crite pour la mise a` jour de la variance utilise´e par l’algorithme. Elle
permet par contre d’estimer tre`s pre´cise´ment les variances pour chaque type de reca-
lage. Ainsi, les variances estime´es pour le recalage Picza/Se´rie de pointe´s, avec un µ2max
interme´diaire e´gal a` 11.34 (test du χ2 a` 99%), sont les suivantes :
Re´solution Picza (mm) 0.2 0.3 0.4 0.5 0.75 1
Distance caracte´ristique estime´e (mm) 0.17 0.2 0.24 0.25 0.38 0.52
Pre´cision (mm) 0.24 0.3 0.4 0.31 0.46 0.5
On a ainsi ame´liore´ la pre´cision de l’algorithme, en re´glant correctement un de ses
parame`tres les plus importants.
A.6 Application aux normales
Bien que les formules de´veloppe´es ne soient plus tout a` fait exactes pour les normales,
nous avons essaye´ de calculer de la meˆme fac¸on les angles caracte´ristiques dans nos se´ries
de pointe´s oriente´s.
On a obtenu les graphiques suivants :
Ces expe´riences montrent que le bruit sur les normales est de l’ordre de 25 degre´s, ce
qui semble re´aliste, puisque les normales sont relativement pre´cises sur le Picza, mais sont




gaussien pour des variances extre`mes
B.1 EM limit for a low variance
Here is a proof that the EM algorithm behaves like standard ICP for a low variance.
Previous proof can be found in [Wells, 1997].









with rijk = exp
(
d2(si,T ? mj)− d2(si,T ? mk)
2.σ2
)





0 if d2(si,T ? mj) < d
2(si,T ? mk)
+∞ if d2(si,T ? mj) > d2(si,T ? mk)
Then, if T ? mj is the closest point (w.r.t. si), all rijk terms have a null limit, so that
the limit of (AT )ij is 1. Otherwise, there exists a rijk with an infinite limit, so that the
limit of (AT )ij is 0. Therefore, EM algorithm behaves as standard ICP.
B.2 EM limit for a high variance
In this section, we show that the EM algorithm simply aligns the barycentres and the
inertia tensors (weighted by the a-priori probabilities of points) for a high variance.
Let α = 1
2.σ2
be the variable that tends toward 0 and Dij = d
2(si,T ? mj) =
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‖si − (R.mj + t)‖2. The criterion 4.6 can be rewritten as:

















The first order Taylor expansion of this criterion w.r.t. α is:
C(T ) = −∑i log (∑j piij. exp(−α.Dij))
= −∑i log (∑j piij.(1− α.Dij +O(α2)))











2(si,T ? mj) =
∑
ij piij. ‖si − (R.mj + t)‖2. As usual,











Reintroducing the translation into the criterion and using barycentric coordinates
(each si is replaced by si − s, each mj is replaced by mj − m) leads to the following





piij. ‖si − (R.mj)‖2 =
∑
ij
piij.(‖si‖2 + ‖(R.mj)‖2 − 2.sti.R.mj)













However, when piijis separable (i.e. piij = pii.pij, which is the case when using uniform
priors, as in our application), K is equal to (
∑
ij piij).s.m
t, thus null since we are now
in barycentric coordinates. Consequently, the first order expansion of our criterion is not
sufficient to determine the rotation. In this case, we need to write the second order Taylor
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expansion:
C(T ) = −∑i log (∑j piij.(1− α.Dij + 12α2D2ij +O(α3)))
= −∑i log (1− α.Cte+ 12α2∑j piij.D2ij +O(α3))
= −∑i (α.Cte+ 12α2(∑j piij.D2ij − Cte2))+O(α3)














(‖si‖2 + ‖mj‖2)2 − 4.∑ij piij. ‖si‖2 .sti.R.mj
−4.∑ij piij. ‖mj‖2 .sti.R.mj + 4.∑ij(sti.R.mj)2


















and is thus null since we are in barycentric coordinates, so is the third term. Finally, we


































where Tm and Ts are the scene and model inertia tensors. To account for the orthonormal








where L is a symmetric matrix of Lagrange multipliers, to take into account constraint
on R, which must be orthogonal. Expanding this Lagrangian gives:















optimum rotations are characterised by:
∂Λ
∂R
= 0 = Ts.R.Tm − L.R (B.1)
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Let Tm = U.Dm.U
t and Ts = V.Ds.V
t be diagonalisations of the data inertia tensors and
Q = V t.R.U , M = V t.L.V (remember that Tm, Ts, L and M are symmetric, U , V , R, Q
are orthogonal, and Dm and Ds are diagonal). Equation B.1 becomes: Ds.Q.Dm = Q.M .
Assuming that the eigenvalues dmi of Dm are strictly positive, we can rewrite that as:
Qt.Ds.Q = M.D
−1
m . Thus, the matrix M.D
−1





Since M and Dm commute, they can be diagonalised in the same coordinate system, here
the canonical one: M is thus a diagonal matrix D verifying Qt.Ds.Q = D.D
−1
m .
Finally, we can conclude that Q is a rotation that exchanges rows or columns (i.e. a
rotation of 90 or 180 degrees) and we have di = ±dsi .dmpi(i) where pi(i) is a permutation
of the indices. Reporting the values of L and R in the criterion gives 2Λoptimal = Tr(D) =∑
i±dsi .dmpi(i). Assuming that the eigenvalues dsi and dmi of the inertia tensors are ordered
by strictly decreasing values, the maximal criterion is obtained for pi(i) = i and a positive
sign of di (thus Q = Id and R = V.U
t) with value
∑
i dsi .dmi . if we are looking for a
proper rotation and if the determinant of V.U t is -1, the maximum criterion is obtained
(in 3D) by d3 = −ds3 .dm3 (i.e. for R = V.Diag(1,1,− 1).U t).
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Quelques e´le´ments sur les primitives
ale´atoires
C.1 Ge´ome´trie des ensembles de primitives
La the´orie de´veloppe´e par [Pennec, 1996] s’appuie sur une me´trique Riemanienne, qui
permet d’identifier localement la varie´te´ a` un espace euclidien. Par cet interme´diaire,
on peut inte´grer des fonctions re´elles sur des trajectoires (en particulier la vitesse, et
donc calculer la longueur de ces trajectoires, ce qui permet de de´finir une distance entre
primitives) ou sur tout ou partie de la varie´te´ (ce qui permet de de´finir une densite´ de
probabilite´ et calculer l’espe´rance d’une variable ale´atoire re´elle).
Un cas particulier est celui des varie´te´s usuelles dans le monde du recalage et de la
vision : l’ensemble des normales oriente´es SD−1 ou non-oriente´es PD−1 (analogues respecti-
vement a` une sphe`re et un he´misphe`re), l’ensemble des rotations SOD, et quelques autres,
et par conse´quent l’ensemble des points oriente´s RD×SD−1 ou semi-oriente´es RD×PD−1
et l’ensemble des transformations rigides RD × SOD. Ces ensembles de primitives sont
vis-a`-vis du groupe des transformations rigides globalement invariants (l’image d’une pri-
mitive par une transformation rigide est une primitive) et homoge`nes (on peut atteindre
toute primitive a` partir d’une autre primitive par application d’une transformation rigide).
La the´orie devra, pour eˆtre cohe´rente, eˆtre elle aussi invariante vis-a`-vis de ce groupe de
transformation rigide. Il suffira pour cela de choisir une me´trique Riemanienne invariante.
Nous pre´senterons dans cette section un re´sume´ concis de la mise en place de cette
the´orie, passant parfois sous silence certaines hypothe`ses et complications techniques. Il
serait en effet bien trop long de pre´senter la the´orie dans tout ces de´tails et toute sa
ge´ne´ralite´, et le lecteur pourra se reporter a` une litte´rature extreˆmement varie´e pour une
pre´sentation plus comple`te des varie´te´s diffe´rentielles [Klingenberg, 1982; Carmo, 1992].
Nous commencerons par nous restreindre au cas ou` la varie´te´ M est une sous-varie´te´
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d’un espace euclidien E 43, globalement invariante et homoge`ne pour un groupe de trans-
formation G, les transformations rigides par exemple.
Nous verrons alors comment de´finir les courbes (i.e. les trajectoires), et serons ainsi
amene´ a` conside´rer l’espace tangent en un point de la la varie´te´, espace vectoriel ou` sont
regroupe´es les de´rive´s des courbes (i.e. les vitesses sur les trajectoires).
Une me´trique Riemanienne sur ces espaces tangent permettra alors de de´finir la lon-
gueur d’une courbe (en inte´grant la norme de la vitesse sur l’ensemble du parcours), puis
la distance entre points (la longueur de la courbe la plus courte, appele´e ge´ode´sique).
En utilisant les ge´ode´siques partant d’un point pour “aplatir” la varie´te´ sur son espace
tangent en ce point, nous de´finirons ensuite la carte exponentielle, qui ge´ne´ralisera la
notion de coordonne´es curvilignes (de´finie pour les courbes) aux varie´te´s de dimension
quelconque.
On pourra enfin, a` l’aide de la me´trique, de´finir la forme volume qui permettra d’in-
te´grer une fonction directement sur la varie´te´ ou en se ramenant, graˆce a` la carte expo-
nentielle, a` un espace euclidien.
C.1.1 Groupe de transformation - ensemble de primitives inva-
riant homoge`ne
Nous utiliserons tre`s souvent dans la suite la notion d’invariance et d’homoge´ne´ite´
d’un ensemble de primitives vis a` vis d’un groupe de transformation donne´e. Nous allons
ici de´tailler ce que cette notion implique.
Donnons nous donc un ensemble de transformations de E, i.e. d’applications bijectives
de E dans lui-meˆme. Cette ensemble devra eˆtre un groupe pour la composition. Nous
noterons alors l’ensemble G, la composition ◦, l’inversion −1 et l’e´le´ment neutre Id. Sauf
mention contraire, G sera l’ensemble des transformations rigides en 3D, qui seront note´es
T = (R,t), et applique´es a` un point de la manie`re suivante :
(R,t) ? x = R.x+ t
La composition, l’inversion et l’e´le´ment neutre sont de´finis comme suit :
(R,t) ◦ (R′,t′) = (R.R′,t+R.t′)
(R,t)−1 = (Rt,−Rt.t)
Id = (Id,0)
43. le the´ore`me de Whitney prouve en fait que l’on peux toujours plonger une varie´te´ diffe´rentielle de
dimension dans un espace vectoriel de dimension au plus D = 2D + 1
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Cet ensemble ne sera inte´ressant que lorsqu’on pourra de´finir l’application d’une trans-
formation f de G a` une primitive x de M. Le re´sultat sera alors note´ f ? x.
Nous nous inte´resserons aux ensembles de primitives globalement invariants vis a` vis
de G : l’image d’une primitive de M par une transformation de G devra eˆtre elle-meˆme
une primitive de M :
∀x ∈M,∀f ∈ G f ? x ∈M
Ce sera en particulier le cas de du groupe de transformation G lui meˆme (en prenant
f ? g = f ◦ g), et, pour les transformations rigides, le cas de l’ensemble des points, des
repe`res oriente´s, semi-oriente´s ou non-oriente´s, des normales oriente´es ou non oriente´es,
des points oriente´s (munis d’une normale oriente´e) et semi-oriente´s (munis d’une direction,
i.e. une normale non-oriente´e). Nous donnons ici les formules pour la composition a` gauche
avec les normales et les rotations :
(R,t) ? n = R.n
(R,t) ? R′ = R.R′
Nous exigerons de plus que l’ensemble de primitives soit homoge`ne vis a` vis de G : nous
choisirons un point de M que nous appellerons origine et noterons o, et devrons pouvoir
atteindre tous les autres points de M par application d’une certaine transformation a`
notre origine o :
∀x ∈M ∃f ∈ G/x = f ? o
Notons que le choix de l’origine sera parfois canonique (l’identite´ s’impose dans le cas des
transformations, par exemple), parfois arbitraire (dans le cas des normales, aucune n’a de
proprie´te´ particulie`re).
Les transformations permettant d’atteindre la primitive x a` partir de l’origine seront
appele´es fonctions de placement en x, et rassemble´es dans l’ensemble Fx appele´ coset de
x :
Fx = {f ∈ G/f ? o = x}
Nous utiliserons souvent dans les calculs une de ces fonctions de placement en x, que
nous appellerons fonction de placement canonique et noterons fx. On veillera bien-suˆr a`
choisir la fonction la plus simple possible.
Un cas particulier est le coset de l’origine (i.e. l’ensemble des transformations qui ne
de´placent pas l’origine) note´ H :
H = Fo = {h ∈ G/h ? o = o}
On montre facilement que ce coset particulier est un sous-groupe de G appele´ sous
groupe d’isotropie. On peut retrouver les autres cosets a` partir du sous groupe d’isotropie
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et de la fonction de placement canonique :
Fx = fx ◦ H
On peut donc identifier l’espace quotient G/H avec M, et aussi identifier le coset
Fx = fx ◦ H, la fonction de placement standard fx et la primitive x.
LorsqueM est l’ensemble des transformations lui meˆme, il n’existe qu’une seule fonc-
tion de placement associe´e a` une transformation g qui est g elle meˆme. Le coset de g est
donc re´duit au singleton Fg = {g} et le sous groupe d’isotropie est re´duit a` l’identite´ :
H = {Id}.
Il est bien e´vident que tout ce qui suit doit, pour avoir un comportement satisfaisant,
eˆtre invariant vis a` vis du groupe de transformation. Par exemple, nous n’utiliserons que
des distances invariante, qui ve´rifient :
∀x,y ∈M,∀f ∈ G d(f ? x,f ? y) = d(x,y)
Cette proprie´te´ d’invariance devra en particulier eˆtre ve´rifie´e pour le sous-groupe d’iso-
tropie. On scindera donc en ge´ne´ral cette proprie´te´ d’invariance en deux parties, en faisant
apparaˆıtre le sous-groupe d’isotropie et les fonctions de placement canoniques :
∀x,y ∈M,∀h ∈ H d(h ? x,h ? y) = d(x,y)
∀x,y ∈M,∀fx d(fx ? x,fx ? y) = d(x,y)
On pourra en particulier se ramener a` la distance a` l’origine (qui peut eˆtre conside´re´e
comme une norme, note´e N , bien qu’elle ne soit pas homoge`ne 44) a` l’aide de la fonction
de placement en x :
d(f−1x ? x,f
−1
x ? y) = d(o,f
−1
x (y)) = N(f
−1
x (y))
Fonction de placement pour les normales en 3D Nous avons de´ja` vu, que dans
le cas des normales, l’application d’une transformation rigide prenait la forme suivante :
(R,t)?n = R.n. Dans le cas 3D, les rotations peuvent eˆtre de´finies par leur axe a (lui aussi
une direction, une normale) et leur angle θ, ou directement par leur vecteur v = θa. Nous
noterons une telle rotation sous la forme Ra,θ ou Rv.
Choisissons une origine arbitraire a` l’ensemble des normales, o = (1,0,0) par exemple.
Le sous-groupe d’isotropie est constitue´ de l’ensemble des transformations rigides qui
laissent cette normale inchange´e. La translation n’ayant aucune importance, reste a` savoir
quelles rotations laissent une normale inchange´e. Il s’agit bien-suˆr des rotations ayant pour
44. Une norme est dite homoge`ne si elle ve´rifie N(λx) = |λ|N(x). Hors λx n’est tout simplement pas
de´fini dans la varie´te´.
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axe cette normale, et un angle quelconque, qui seront donc note´es Ro,θ. En re´sume´, le sous-
groupe d’isotropie est :
H = {(Ro,θ,t); t,θ quelconque}
Reste a` trouver une fonction de placement simple permettant d’atteindre la normale
n a` partir de la normale origine o. Nous prendrons une translation nulle, et la rotation
autour d’un axe perpendiculaire a` ces deux normales est un choix simple, car cet axe est
obtenu par produit vectoriel : a = o∧n‖o∧n‖ , et l’angle de la rotation est alors l’angle entre les
deux normales (ô,n). Finalement, la fonction de placement canonique est :
fn = R( o∧n‖o∧n‖ ,(ô,n))
Notons que dans le cas ou` la normale n est e´gale a` o ou a` son oppose´e, le vecteur o∧n
est nul, et la formule ci dessus ne peut eˆtre applique´e. Lorsque n = o, l’identite´ est la
fonction de placement la plus simple. Lorsque n = −o, n’importe quelle rotation d’angle
180 degre´s et d’axe perpendiculaire a` o peut convenir :
fo = Id
f−o = R(a,pi rad) avec a ⊥ o
C.1.2 E´le´ments de ge´ome´trie diffe´rentielle
Nous allons maintenant voir de plus pre`s comment aborder la ge´ome´trie non-line´aire
de notre ensemble de primitives M, qui sera, dans les exemples, l’ensemble des normales
ou l’ensemble des transformations rigides. Nous verrons en particulier les cartes locales,
qui permettent de se ramener a` un ouvert de RD, plus pratique pour faire les calculs.
C’est dans cette partie que nous ferons, sans meˆme le pre´ciser, le plus de simplifications.
Le lecteur se reportera a` tout bon cours ou livre sur les varie´te´s diffe´rentielles pour plus
de rigueur [Klingenberg, 1982; Carmo, 1992].
C.1.2.1 Sous-Varie´te´ diffe´rentielle d’un espace euclidien et carte locale
Nous ne pre´sentons pas la de´finition ge´ne´rale, mais complexe, d’une varie´te´ diffe´ren-
tielle, pre´fe´rant utiliser l’espace euclidien ambiant E, qui est une varie´te´ diffe´rentielle. Il
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suffit donc de caracte´riser les sous-varie´te´s diffe´rentielles de E. Intuitivement, il s’agit des
courbes (i.e. de fonctions d’un re´el t), des surfaces (i.e. des fonctions de couple de re´el
(u,v)), et plus ge´ne´ralement d’objets que l’on peux mettre sous la forme de fonction d’un
n-uplet de re´els, avec n fixe (c’est la dimension de la varie´te´). La de´finition ge´ne´rale suit ces
ide´es, de fac¸on locale et donc sans aucune contrainte topologique (comme la connexite´).
Elle prend en revanche en compte les aspects analytiques, comme les possibilite´s de diffe´-
rentiation :
De´finition C.1 Sous-varie´te´ diffe´rentielle - classe - dimension
Une sous-varie´te´ diffe´rentielle de E est une partie M de E localement diffe´omorphe
en tout point x a` un espace euclidien Tx de dimension D.
D doit eˆtre constant et est appele´ dimension de la sous-varie´te´.
S’il est possible de trouver en tout point un diffe´omorphisme de classe Ck, la sous-
varie´te´ est dite de classe Ck.
Une sous-varie´te´ diffe´rentielle est elle-meˆme une varie´te´ diffe´rentielle.
Ceci signifie qu’en tout point x de M, il existe un diffe´omorphisme de classe Ck (i.e.
une application bijective, Ck, et d’inverse Ck, ou` k ≥ 1) de´fini entre un ouvert D de Tx
et un voisinage D de x dans M. Une telle application permet de de´finir les coordonne´es
d’un point de D. Elle est appele´e carte locale :
De´finition C.2 Carte locale
Une carte locale pix de M est un diffe´omorphisme de classe Ck de´fini comme suit :
pix :






 7→ y = pix(−→xy)
De plus, la carte est dite centre´e en x lorsque 0 ∈ Dpi et pi(0) = x.







∈ Dpix tel que y = pix(−→xy).
−→xy1,...,−→xyD sont appele´es coordonne´es de y dans la carte.
Nous nous restreindrons dans la suite aux sous-varie´te´s suffisamment re´gulie`res, i.e. de
classe Ck ou` k ≥ 2.
Les cartes locales sont en pratiques tre`s importantes. Elles permettent en-effet de se
ramener a` un ouvert d’un espace vectoriel, et donc d’effectuer certains calculs. Il convient
cependant de bien distinguer un point de la sous-varie´te´ et ses coordonne´es co- ou contra-
variantes (voir C.1.3.2) dans l’espace ambiant (repre´sente´ en ge´ne´ral par une minuscule
droite : y,n,yi,ni,y
i,ni,... ), qui ne de´pendent pas de la carte utilise´e, et sa repre´sentation
dans une carte locale centre´e en x (note´e −→xy, pour bien indiquer que l’on travaille dans la
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carte centre´e en x) et ses coordonne´es dans cette carte (note´es −→xyi,...), qui sont relatives
a` la carte utilise´e.
Il faut de plus noter qu’il n’est pas toujours possible de de´finir une carte couvrant la
totalite´ de la sous-varie´te´. Ainsi, dans la cas de la sphe`re, on doit exclure au moins un
point. C’est l’exemple typique de la cartographie de la terre, ou` on est oblige´ d’utiliser un
atlas regroupant plusieurs cartes locales.
Cas d’un groupe de Lie Nous avons vu que le groupe des transformations G e´tait
globalement invariant et homoge`ne vis a` vis de lui meˆme. Un cas particulier est la cas ou`
ce groupe est un groupe de Lie. Il posse`de alors une structure de varie´te´ diffe´rentielle, si
bien qu’on peut utiliser dans la suite M = G. Ce sera le cas des transformations rigides.
Exemples
Espace Affine Un sous-espace affine F de E est bien-entendu une sous-varie´te´ dif-
fe´rentielle. En-effet, si on dispose d’une base f1,...,fn de F , on peut de´finir tre`s facilement
une carte locale centre´e en un point x de F et couvrant la totalite´ de l’espace avec la





 ∈ RD 7→ y = x+−→xy1.f1 + ...+−→xyD.fD.
Courbe Les sous-varie´te´s diffe´rentielles de E de dimension 1 et de classe Ck ne sont
autres que les courbes de E de classe Ck. La courbe est souvent connexe et donne´e sous
forme parame´tre´e : γ : [a,b]→ E. On utilise en ge´ne´ral une fonction γ ayant des proprie´te´s
de re´gularite´s suffisantes pour qu’elle soit une carte locale.
Normales Il va sans dire que l’ensemble des normales oriente´es et non-oriente´es de
R
D sont tous deux des sous-varie´te´s C∞ de dimension D = D − 1. Nous donnerons un
exemple de carte locale un peu plus loin.
Rotations L’ensemble des rotations est lui une sous-varie´te´ C∞ de L(RD) (espace




En dimension 3, on peux exhiber une carte locale centre´e autour de l’identite´. En effet,
toute rotation est caracte´rise´e par un axe, repre´sente´ par un vecteur unitaire n et un angle
θ, et note´e R(n,θ). On peut donc repre´senter toute rotation par le vecteur θ.n, situe´ dans
R
3. On ve´rifie que ceci de´finit bien une carte locale, lorsqu’on impose θ < pi.
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C.1.2.2 Trajectoires & Courbes
La notion de courbe est simple a` e´tablir sur une varie´te´ diffe´rentielle. Il convient
simplement de faire la distinction entre une trajectoire et une courbe. Une trajectoire
est intuitivement une fonction re´gulie`re du temps, i.e. d’un intervalle re´el [a,b] dans M.
Deux trajectoires peuvent suivre la meˆme courbe et diffe´rer simplement par la vitesse de
parcours. On de´finit donc les courbes et trajectoires de la manie`re suivante :
De´finition C.3 Trajectoires et courbes
Soit M une varie´te´ diffe´rentielle.
Une trajectoire de M est une fonction γ de [a,b] dans M de classe au moins C2, sans
point fixe.
On de´finit une relation d’e´quivalence entre deux trajectoires de la fac¸on suivante :
γ1 : [a,b]→M≈ γ2 : [c,d]→M⇔ ∃f : [a,b]→ [c,d] croissante−surjective−C2/γ1(t) =
γ2(f(t)).
Les courbes de M sont les classes d’e´quivalences de l’ensemble des trajectoires de M
pour ≈.
Si nous disposons d’une carte locale pi, nous pouvons identifier la trajectoire γ dans Dpi
(donc dans M) et −→γ sa repre´sentation dans Dpi (i.e. dans la carte locale), les deux e´tant
relie´es par γ(t) = pi(−→γ (t)).
C.1.2.3 Espace Tangent
L’espace tangent correspond a` la notion de tangente dans le cas d’une courbe. Cette
notion est relative a` un point et s’appuie sur la de´rive´ de la courbe en ce point. Pour la
ge´ne´raliser, il faut donc se donner un point de la varie´te´ diffe´rentielle, et voir comment se
re´partissent les de´rive´s des courbes en ce point.
Conside´rons donc l’ensemble des trajectoires deM passant par un point x (on suppo-
sera γ(0) = x pour simplifier). Ces trajectoires peuvent eˆtre vues comme des trajectoires
dans E. La notion de vecteur tangent est alors usuellement de´finie et il s’agit d’un vecteur
de E. L’ensemble de ces vecteurs forme un sous-espace vectoriel de E, de dimension D et
note´ TxM. On peut s’en convaincre et en exhiber une base en utilisant une carte locale
pi telle que x ∈ Dpi. x est alors identifie´ a` −→x ∈ Dpi. Soit alors une trajectoire quelconque















−→x ) d−→γ i
dt
(0). Les vecteurs ∂pi
∂−→x i (
−→x ) forment donc une famille ge´ne´ratrice
pour notre espace tangent. On montre aussi que le de´terminant de cette famille, e´gal au
jacobien de la carte locale, ne peut pas eˆtre nul. Il s’agit alors d’une famille libre, donc
d’une base, prouvant ainsi que l’espace tangent est bien de dimension D.
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Fig. C.1 – Plan tangent a` la sphe`re des normales
Ces quelques remarques sont rassemble´es dans la de´finition suivante :
De´finition C.4 Espace tangent
Soit x un point de M.
L’ensemble {γ˙(t0); γ(t0) = x} forme un sous-espace vectoriel de E, de dimension D
(dimension de M), appele´ espace tangent a` M au point x et note´ TxM.
E´tant donne´ une carte locale pi et −→x tel que pi(−→x ) = x, les vecteurs ∂pi
∂−→x i (
−→x ) forment
une base de TxM, appele´e base naturelle dans la carte locale pi.
Il faut remarquer que la base naturelle dans une carte locale est rarement orthonorme´e.
Exemples
Espace Affine Dans un espace affine F , l’espace tangent en un point x n’est autre
que l’espace vectoriel associe´ a` l’espace affine en x, i.e. l’ensemble {y− x; y ∈ F}.
Normales L’espace des normales oriente´es est identifie´ a` la sphe`re unite´. L’espace
tangent en une normale n est, comme le sugge`re l’intuition, le plan tangent a` la sphe`re,
d’e´quation (x|n) = 1 (voir fig. C.1). Nous identifierons, pour simplifier, ce plan au plan
d’e´quation (x|n) = 0 (i.e. le plan paralle`le mais passant par l’origine de l’espace vectoriel
ambiant).
Rotations Nous allons ici de´tailler les calculs permettant de mettre en e´vidence le
plan tangent.
Soit donc une trajectoire R(t) sur SOD. Elle ve´rifie, pour tout t : R(t).R(t)t =
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sont donc antisyme´triques, et il existe donc




L’espace tangent a` l’identite´ TIdSOD est donc l’ensemble des matrices antisyme´triques
(le raisonnement pre´ce´dent prouve l’inclusion, il suffit alors d’utiliser l’e´galite´ des dimen-
sions des deux espaces pour prouver l’e´galite´). On retrouve l’espace tangent en R en
appliquant R a` TIdSOD :
TRSOD = R ◦ TIdSOD = {M.R/M +M t = 0} = {R.M/M +M t = 0} (C.1)
Espace tangent et carte locale L’espace tangent en un point x est l’espace de de´part
ide´al pour de´finir une carte locale centre´e en x. Il faut cependant alors faire attention, car
toutes les cartes ne sont pas de´finies avec le meˆme espace de de´part. Par exemple, −→xy -
qui repre´sente y dans la carte centre´ en x - sera un vecteur de TxM, alors que −→yx - qui
repre´sente x dans la carte centre´ en y - sera un vecteur de TyM. Toute e´galite´ du genre−→xy = −−→yx serait donc absurde...
Espace affine Pour un espace affine F , la carte locale centre´e en x la plus simple
de´finie a` partir du plan tangent, i.e. de l’espace vectoriel E associe´ est la translation tx
qui ame`ne l’origine de E sur x.
Normales Essayons de de´finir une carte locale centre´e autour d’une normale o, dans
le plan tangent en o. Soit une normale n. Il est naturel de repre´senter cette normale, dans
la carte locale, par un vecteur coline´aire, et de meˆme sens que le projete´ orthogonal
Πo⊥(n) = n− o(n|o) de n sur le plan tangent (Πo⊥ est la projection orthogonale d’axe o).
Ce vecteur sera donc de la forme : −→on = λ.Πo⊥(n) = λ.(n− o(n|o)) (voir fig. C.2).
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Plusieurs possibilite´s sont offertes pour la longueur de ce vecteur :
1. La distance angulaire : ‖−→on‖ = (ô,n).
2. La distance vectorielle, de´finie a` partir de la distance quadratique de RD : ‖−→on‖ =
‖o− n‖ = 2 sin( (ô,n)
2
).
3. La distance tensorielle, de´finie par λ = 1, soit −→on = Πo⊥(n) = (n − o(n|o)) et
‖−→on‖ = sin(ô,n).
Nous utiliserons dans un premier temps la distance angulaire, qui est la distance intrin-
se`que car elle est la seule a` correspondre a` une me´trique invariante. Nous reviendrons sur
les deux autres distances dans la partie traitant des statistiques approche´es.
Rotations 3D En 3D, les matrices antisyme´triques, qui forment l’espace tangent en
l’identite´ (voir eq. C.1), peuvent eˆtre e´crites sous la forme :
θ.Sn avec Sn =
 0 −nz nynz 0 −nx
−ny nx 0
 et ‖n‖ = 1 (C.2)
On a ainsi obtenu une carte locale de´finie a` partir de l’espace tangent. On retrouve la
carte de´finie dans la section pre´ce´dente en identifiant θ.Sn et θ.n.
La formule de Rodrigues permet de plus de faire le lien avec la matrice de la rotation :











C.1.3 Distance induite par une me´trique riemannienne sur une
sous-varie´te´ diffe´rentielle connexe ge´ode´siquement com-
ple`te
Nous voudrions maintenant pouvoir mesurer des choses dans notre varie´te´ (des vitesses,
des longueurs, des volumes). E´tant donne´ que les espaces tangents sont vectoriels, on peut
commencer par de´finir une me´trique euclidienne sur ces espaces au travers d’un produit
scalaire. Nous verrons ensuite comment l’utiliser.
C.1.3.1 Me´trique Riemanienne - Me´trique invariante
De´finition C.5 Me´trique Riemanienne
Pour de´finir une me´trique Riemanienne surM il faut de´finir une me´trique euclidienne
(ou de manie`re e´quivalent un produit scalaire (.|.) ou un tenseur me´trique G) sur chaque
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espace tangent. On adoptera les notations suivantes :
∀vx,wx ∈ TxM (vx|wx) = vx⊗GTxM⊗wx
∀vx ∈ TxM ‖vx‖ = vx⊗GTxM⊗vx
Il faudra de plus que la collection de produits scalaires ainsi forme´e soit continue et
diffe´rentiable.
Le seul cas qui nous inte´ressera ici sera le cas ou` l’on utilise la restriction de la me´-
trique euclidienne usuelle de l’espace ambiant E dans chaque espace tangent (soit pour
les normales (u|v) = Tr(u.vt) et pour les rotations (M1|M2) = Tr(M1M t2)).
La section suivante permet de se familiariser avec cette me´trique, en exposant comment
mener les calculs dans la base naturelle d’une carte pi avec le formalisme du calcul tensoriel.
C.1.3.2 Calcul tensoriel dans un sous-espace vectoriel
Nous avons vu que l’espace tangent TxM e´tait un sous-espace vectoriel de E. Nous
avons de plus obtenu une base de cet espace (la base naturelle dans une carte donne´e,
en ge´ne´ral quelconque). Nous voulons de´finir un produit scalaire sur TxM, comme la
restriction du produit scalaire de E. Les vecteurs de TxM peuvent alors eˆtre vus comme
des tenseurs d’ordre 1, et nous souhaiterions pouvoir travailler avec les outils de base de
la the´orie des tenseurs euclidiens (base duale, coordonne´es co- et contra-variantes, tenseur
me´trique) dans cette base. Ce travail sera d’autant plus utile que cette base n’est en
ge´ne´ral pas orthonorme´e.
Pour simplifier les notations, nous noterons F le sous-espace vectoriel. Il faudra bien
e´videment distinguer les coordonne´es dans une base de E et les coordonne´es dans une
base de F . Pour cela, tous les indices seront pre´ce´de´s du nom de l’espace auquel ils corres-
pondent. En particulier, un indice Ei (relatif a` E) pourra varier entre 1 et D (dimension
de E), tandis qu’un indice Fi ne pourra varier qu’entre 1 et D (dimension de F , D ≤ D).
Lorsque tous les indices correspondent au meˆme espace, on pourra noter qu’une seule fois
le nom de l’espace. Il conviendra aussi de distinguer le produit scalaire de E, note´ ( | )
et repre´sente´ par le tenseur me´trique G, de coordonne´es GEij et celui de F , note´ ( | )F et
repre´sente´ par le tenseur me´trique GF , de coordonne´es GFij.
Soit donc une base {eEi} de E (en ge´ne´ral orthonorme´e, auquel cas [GEij] = Id), et
une base {fFi} de F . La seconde est de´finie en fonction de la premie`re par les relations
suivantes : fFk = eEiA
Ei
Fk. La matrice [A
E•
F•] rassemble donc les coordonne´es contra-
variantes de fFk dans sa colonne k. On peut aussi e´crire ces relations sous la forme
fFi = A
Ek
Fi eEk, la matrice associe´e ve´rifie : [A
E•
F• ] = [A
E•
F•]
t, et rassemble donc les
coordonne´es contra-variantes de fFi dans sa ligne i.
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On peut aussi utiliser les relations suivantes : fFi = AFiEke
Ek ou fFk = e
EiAEiFk. La
matrice [AF•E•] rassemble donc les coordonne´es covariantes de fFi dans sa ligne i, et la
matrice [AE•F•] rassemble les coordonne´es covariantes de fFk dans sa colonne k.
Soient [GE••] et [GE••] les matrices du tenseur me´trique dans notre base de E.
On ve´rifie facilement que les re`gles de “l’ascenseur d’indice” sont respecte´es : fFi =
A EkFi eEk = A
Ek
Fi GE kie
Ei soit, sous forme matricielle, [A E•F• ] = [AF•E•][G
E••], [AF•E•] =
[GE••][AE•F•], et ainsi de suite.
Conside´rons maintenant le tenseur me´trique dans F . On peut calculer ses coordonne´es
dans la base {fFi} de la fac¸on suivante : GFij = (fFi|fFj)F = (A EiF i eEi|eEjAEjFj)E =









Les re´sultats classiques de la the´orie des tenseurs restent valables lorsqu’on travaille dans
F , conside´re´ comme un espace vectoriel isole´. On peut donc calculer [GF••] = [GF••]−1,
et appliquer la re`gle de l’ascenseur d’indice : La base duale est de´finie par fFi = GFikfFk
et donc [AF•E•] = [G
F••][AF•E•] par exemple.
Exemple d’utilisation Nous allons illustrer concre`tement l’utilisation de ces re´sultats
pour simplifier les calculs, lorsqu’on travaille dans une carte locale pi. Nous prendrons
l’exemple de la norme de la vitesse instantane´e, exploite´e dans la partie suivante. Le sous-
espace vectoriel F sera l’espace tangent en un point pi(−→x ), note´ Tpi(−→x )M. Sa base sera
la base naturelle fFi =
∂pi
∂−→x i , note´e plus simplement fpi(−→x ) i =
∂pi
∂−→x i (
−→x ). Les coordonne´es
covariantes du tenseur me´trique dans cette base seront note´es plus simplement : Gpi(−→x ) ij,




Supposons donc que nous ayons l’e´quation de cette trajectoire dans une carte locale :
γ(t) = pi(−→γ (t)). Lorsqu’on de´rive, on trouve γ˙(t) = d−→γ i
dt
(t) fpi(−→x ) i. On a alors : ‖γ˙(t)‖2 =
d−→γ i
dt
(t) (fpi(−→x ) i|fpi(−→x ) j) d
−→γ j
dt
(t), soit ‖γ˙(t)‖2 = d−→γ i
dt
(t) Gpi(−→x ) ij
d−→γ j
dt
(t). La me´thode de calcul




(t) comme les coordonne´es dans cette base.
C.1.3.3 Distances et Ge´ode´siques
Maintenant que nous savons mesurer une vitesse en un point d’une courbe, on peut en
de´duire la longueur de la courbe, tout simplement en inte´grant la norme de la vitesse. On
peut alors chercher la courbe la plus courte entre deux points et de´finir ainsi la distance
entre ces points (comme dans un espace vectoriel, ou` la distance est la longueur du segment
de droite, e´tant bien connu que le plus court chemin entre deux points est la ligne droite).
Donnons nous deux points x et y de M. Nous allons donc ici conside´rer l’ensemble
des trajectoires reliant ces deux points, que l’on notera dans cette section Θxy = {γ :
[a,b] → M/γ(a) = x,γ(b) = y}. Nous savons, graˆce a` la me´trique Riemanienne, calculer
la vitesse instantane´e en un point d’une trajectoire. Ceci permet de de´finir la longueur
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d’une trajectoire : Lba(γ) =
∫ b
a
‖γ˙(t)‖ dt. On ve´rifie que cette de´finition ne de´pend en fait
pas de la trajectoire choisie mais uniquement de la courbe suivie. La distance entre deux
points x et y deM est de´finie comme la borne infe´rieure des longueurs des courbes joignant
ces deux points : d(x,y) = infγ∈Θxy L
b
a(γ). Les courbes qui ont effectivement cette longueur
seront par la suite importante, mais il est difficile de les calculer directement.
Or, le calcul des variations permet de calculer explicitement les courbes qui optimisent
localement un second crite`re : Eba(γ) =
∫ b
a
‖γ˙(t)‖2 dt. Deux re´sultats permettent de faire
le lien entre les deux crite`res. D’une part, on montre que, pour une courbe donne´e, les
trajectoires qui minimisent localement Eba(γ) sont les trajectoires parcourues a` vitesse
constante. D’autre part, on montre aussi que si une courbe minimise localement Lba(γ) sur




Les trajectoires qui minimisent localement Eba(γ) seront appele´es ge´ode´siques. D’apre`s
le calcul des variations, elles sont solutions - dans une carte locale donne´e - d’une e´quation
diffe´rentielle du deuxie`me ordre, qui fait intervenir les variations du tenseur me´trique dans
cette carte dues a` la courbure de la surface. Ce re´sultat est important tant sur le plan
pratique (il permet de calculer explicitement les ge´ode´siques et donc les distances) que
sur le plan the´orique (il permet, comme on le verra dans la section suivante, de de´finir la
carte exponentielle).
Les ge´ode´siques qui minimisent globalement Lba(γ) sur Θxy seront appele´es ge´ode´siques
minimisantes.
Prenons pour exemple la sphe`re unite´ dans Rn, qui repre´sente les normales. On montre
facilement que les ge´ode´siques suivent les grands cercles de la sphe`re. Elles peuvent effec-
tuer plusieurs fois le tour de ces grands cercles. Les ge´ode´siques minimisantes sont celles
qui effectuent moins d’un demi-tour.
La varie´te´ est dite ge´ode´siquement comple`te si le domaine de de´finition de toute ge´o-
de´sique peut-eˆtre e´tendu a` R. On peut par exemple prolonger une ge´ode´sique de la sphe`re
en faisant un nombre infini de fois le tour du grand cercle qu’elle suit. Enlevons main-
tenant le poˆle nord de notre sphe`re, les ge´ode´siques suivent toujours les grands cercles,
mais, dans le cas des me´ridiens, elles ne peuvent passer par le poˆle manquant. Leur do-
maine de de´finition ne peut de´passer un tour, et ne peut donc pas eˆtre e´tendu a` R (la
vitesse est constante sur une ge´ode´sique). On constate en outre qu’il n’existe pas de ge´ode´-
sique minimisante entre deux points d’un meˆme me´ridien situe´s de part et d’autre du poˆle
manquant. Ceci correspond en fait a` un re´sultat ge´ne´ral : lorsque la varie´te´ est ge´ode´sique-
ment comple`te, le the´ore`me de Hopf-Rinow-De Rham assure l’existence d’une ge´ode´sique
entre chaque points, et la varie´te´ est comple`te pour la distance. Nous supposerons cette
proprie´te´ ve´rifie´e dans la suite.
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On a donc le re´sultat suivant :
De´finition C.6 Distance et ge´ode´siques
Soient x et y deux points de M, et Θxy l’ensemble des trajectoires qui relient ces deux
points.













‖γ˙(t)‖2 dt sont appele´es
ge´ode´siques. La vitesse y est constante.
Les trajectoires de Θxy qui minimisent globalement L
b
a(γ) et sont parcourues a` vitesse
constantes sont des ge´ode´siques particulie`res, appele´es ge´ode´siques minimisantes.
Leur existence est assure´ si M est ge´ode´siquement comple`te.
Exemples
Espace affine Les ge´ode´siques suivent les lignes droites, et la distance induite est
la distance euclidienne.
Courbes Les ge´ode´siques suivent la courbe a` vitesse constante. La distance entre
deux points correspond a` la longueur de la courbe entre ces deux points.
Normales Comme nous l’avons dit, les ge´ode´siques suivent les grands cercles de la
sphe`re. Une ge´ode´sique minimisante est donc un arc d’un de ces cercles unitaires. Sa lon-
gueur est proportionnelle a` l’angulation entre les deux extre´mite´s. La distance intrinse`que
entre normale est donc l’angulation :
d(n1,n2) = (n̂1,n2) (C.5)
Rotations 3D Lorsque la varie´te´ diffe´rentielle et sa mesure sont invariantes vis a` vis
du groupe de transformation G, et a elle-meˆme une structure de groupe de Lie compact
(ce qui est par exemple le cas des rotations), les ge´ode´siques partant de l’origine peuvent
eˆtre caracte´rise´es autrement : elles correspondent aux sous-groupes a` un parame`tre, et
ve´rifient :
γ(s+ t) = γ(s) ◦ γ(t) = γ(t) ◦ γ(s)
Dans le cas des rotations, les sous-groupes a` un parame`tre sont les ensembles de
rotations de meˆme axe :
R(t) = R(n0,t.θ0)
Elles sont minimisantes pour −pi < t.θ0 < pi.
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La distance entre une rotation R(n,θ) et l’identite´ est donc l’angle de cette rotation :
d(R(n,θ),Id) = |θ| avec θ ∈ [−pi,pi] (C.6)
La distance entre deux rotations quelconque peux toujours eˆtre calcule´e en utilisant







C.1.4 Carte exponentielle et lieu de coupure
Nous allons ici mettre en e´vidence, pour toute primitive x de la varie´te´, une carte
locale particulie`re centre´e en x et de´finie a` partir du plan tangent TxM, appele´e carte
exponentielle. Cette carte locale sera obtenue en“aplatissant”la varie´te´ sur le plan tangent,
le long des ge´ode´siques, et recouvrira la presque totalite´ de la varie´te´, et pourra eˆtre
e´tendue (en perdant e´ventuellement la proprie´te´ d’injectivite´ ou d’ouverture de l’espace
de de´part) a` la varie´te´ entie`re.
Soit donc une primitive x deM. Les ge´ode´siques sont solutions d’une e´quation diffe´ren-
tielle du second ordre dans une carte locale. Il existe donc une unique ge´ode´sique ve´rifiant
γ(0) = x et γ˙(0) = −→vx ou` −→vx ∈ TxM, i.e. partant de x avec une vitesse −→vx donne´e. Nous
noterons cette ge´ode´sique γ(x,−→vx). Son domaine de de´finition peut-eˆtre e´tendu a` R, et le
point γ(x,−→vx)(1) est parfaitement de´fini. Ceci permet de de´finir l’application suivante, pour
x fixe´ :
expx :
TxM → M−→vx 7→ γ(x,−→vx)(1)
Comme il existe toujours une ge´ode´sique minimisante entre deux points de M, cette
application est surjective. Cependant, elle doit, pour de´finir une carte locale, eˆtre un dif-
fe´omorphisme, donc eˆtre injective et de´finie sur un ouvert. Nous allons donc la restreindre
au plus grand domaine de de´finition ouvert ou` elle est injective. Pour cela, nous devons
de´finir le lieu de coupure.
De´finition C.7 Lieu de coupure
Soit x un point de M.
Conside´rons la ge´ode´sique γ(x,−→vx). Elle est minimisante jusqu’a` un temps 0 < t0 ≤ +∞,
et ne l’est plus jamais apre`s. Si t0 < +∞, le point y = expx(t0.−→vx) est appele´ point de
coupure, et le vecteur tangent t0.
−→vx est appele´ point de coupure tangent.
On regroupera les points de coupure tangents dans lieu de coupure tangentiel C(x), et
les points de coupure dans le lieu de coupure C(x).
Ces deux ensembles sont de mesure nulle.
On peux de meˆme regrouper les points du type t.−→vx avec t < t0 dans le domaine D(x),
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qui est donc ouvert. L’existence d’une ge´ode´sique minimisante entre tous points permet
alors d’affirmer que la restriction de l’exponentielle a` D(x)∪C(x) couvre la totalite´ de la
varie´te´. L’unicite´ des ge´ode´siques minimisante permet d’affirmer que sa restriction a` D(x)
est injective. Nous pouvons donc couvrir presque toute la varie´te´ de fac¸on injective a` partir
de cet ouvert. On montre que la fonction ainsi de´finie est bel et bien un diffe´omorphisme
et de´finissons ainsi la carte exponentielle, qui couvre presque toute la varie´te´.
De´finition C.8 Carte exponentielle
Soit x un point deM. On note D(x) le domaine de TxM contenant 0 et de´limite´ par le
lieu de coupure C(x) (exclu). L’application suivante de´finit alors une carte locale centre´e
en x :
expx :
D(x) ∈ TxM → M\ C(x)−→xy 7→ expx(−→xy) = γ(x,−→xy)(1)
L’application inverse est note´e logx avec logx(y) =
−→xy.
La ge´ode´sique suivie pour atteindre y depuis x est par de´finition parcourue pendant
un temps unite´ a` vitesse constante e´gale a` ‖−→xy‖. Sa longueur est donc ‖−→xy‖. Hors cette
longueur est par de´finition la distance d(x,y) entre les deux extre´mite´s. On a donc la
proprie´te´ suivante :
Proposition C.1 Norme dans la carte exponentielle
La norme dans la carte exponentielle correspond a` la distance dans la varie´te´ :
‖−→xy‖ = ‖logx(y)‖ = d(x,y) (C.8)
Attention Cette e´galite´ n’est vrai que pour la norme dans la carte, i.e. la distance au
centre de la carte. Il n’existe en revanche aucune relation simple entre la distance
entre deux points quelconques dans la carte et leur distance dans la varie´te´.
Une conse´quence est que les coordonne´es du tenseur me´trique dans la base naturelle a`
l’origine de la carte sont simples :
Proposition C.2 Coordonne´es du tenseur me´trique dans la base naturelle de la carte
exponentielle a` l’origine
Les coordonne´es du tenseur me´trique de l’espace tangent en x TxM dans la base induite




0 ) ••] = Id (C.9)
Exemples
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Espace affine La carte exponentielle centre´e en x est la translation qui ame`ne l’ori-
gine en x. Elle couvre la totalite´ de l’espace (son lieu de coupure est a` l’infini dans toutes
les directions).
Courbes La carte exponentielle pour une courbe correspond a` l’abscisse curviligne a`
partir d’un point donne´ (la ge´ode´sique, donc la courbe, est parcourue a` vitesse constante).
Bien entendu, l’espace tangent est une droite identifie´e a` la droite des re´els, et on parame`tre
directement la carte a` partir de R. L’e´galite´ entre coordonne´e curviligne et distance sur
une courbe n’est qu’un cas particulier de l’e´galite´ entre norme dans la carte exponentielle
et distance dans la varie´te´ (‖−→xy‖ = d(x,y)).
Normales Nous avons pre´sente´ trois cartes locales pour l’ensemble des normales
(fin partie C.1.2.3.0). La premie`re (avec la distance intrinse`que ‖−→on‖ = (ô,n)) est la carte
exponentielle. Nous avons aussi explique´ a` cette occasion comment calculer −→on a` partir de
o et n, i.e. comment calculer le logarithme :
−→on = logo(n) = (ô,n)
n− o(n|o)
‖n− o(n|o)‖ (C.10)
Pour exprimer l’exponentiel, i.e. calculer n a` partir de o et −→on, il faut faire tourner la
normale o d’un angle de ‖−→on‖ = (ô,n), dans la direction indique´e par −→on. Pour cela, il
suffit d’appliquer a` o la rotation d’axe o ∧ −→on et d’angle ‖−→on‖. E´tant donne´ que o est de
norme unitaire et que o et −→on sont par construction perpendiculaires, le produit vectoriel
o ∧ −→on a effectivement pour norme ‖−→on‖. Finalement, il suffit d’appliquer a` o la rotation
de vecteur o ∧ −→on :
n = expo(
−→on) = Ro∧−→on(o) (C.11)
Le lieu de coupure de cette carte exponentielle correspond a` un quart (pour les nor-
males non-oriente´es) ou un demi-tour (dans le cas oriente´) sur la sphe`re, i.e. a` |−→on| = pi/2
(l’ensemble des normales perpendiculaires a` o) pour les normales non-oriente´ et |−→on| = pi
(la normale −o) pour le cas oriente´.
Rotations 3D Nous n’avons pre´sente´ qu’une seule carte pour l’ensemble des rota-
tions en 3D. Il s’agit effectivement de la carte exponentielle centre´e autour de l’identite´.
C.1.4.1 Cas invariant homoge`ne : carte principale
Dans le cas invariant homoge`ne, on peut toujours se ramener a` l’origine, a` l’aide des
fonctions de placement. Nous n’utiliserons donc qu’une seule carte, la carte centre´e autour
de l’origine, appele´e carte principale, et e´crirons la quasi-totalite´ des calculs dans cette
carte. Il faudra pre´alablement identifier les espaces tangents.
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Lien entre les espaces tangents Nous allons ici montrer comment identifier l’espace
tangent a` l’origine o et l’espace tangent en un point x par le biais de la fonction de
placement fx.
Soit une courbe γ avec γ(0) = x. On peux e´crire γ(t) = fx(γ
′(t)) avec γ′(0) = o.




.γ˙′(0). On peux ainsi faire le lien entre le










On peut donc e´crire quel doit eˆtre le lien entre les me´triques des diffe´rents espaces
tangents pour respecter la proprie´te´ d’invariance :
[G




Cette proprie´te´ doit en particulier eˆtre ve´rifie´e pour le sous groupe d’isotropie H
(section C.1.1) :
∀h ∈ H [G




Carte principale Nous allons ici montrer comment travailler exclusivement dans la
carte principale (qui est, rappelons le, la carte exponentielle centre´e autour de l’origine de
la varie´te´). Les vecteurs dans cette carte seront simplement note´s −→x (au lieu de −→ox), et
les fonctions associe´es seront simplement note´es exp et log :
−→x = log(x)
x = exp(−→x )
On peux alors de´finir, dans la carte principale, l’action d’une transformation, et les
fonctions de placements :
f ?−→x = log(f ? x) f ? x = f ? exp(−→x )
f−→x ?
−→y = log(fx ? exp(−→y ))
On peut de plus de´finir directement les vecteurs tangents par leurs coordonne´es dans







−→x ) vx ∈ TxM −→v−→x ∈ T−→xM
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Le lien entre le vecteur tangent −→v−→x de T−→xM et le vecteur −→v de T0M est alors :
−→v−→x = J(f−→x ).−→v−→v = J(f−→x )−1.−→v−→x








0 ••] = Id, la proprie´te´ d’invariance de la me´trique impose :





−1 = J(f−→x )
−t.J(f−→x )
−1 (C.12)
Lien entre la carte principale et les autres cartes exponentielles On peut fina-
lement faire le lien entre les coordonne´es dans la carte principale et dans les autres cartes
exponentielles :
−→xy = logx(y) = J(f−→x ).(f−1−→x ?−→y )
On peut aussi e´crire la distance dans une carte exponentielle quelconque, et, bien-suˆr,
dans la carte principale :
d(x,y) = −→xyt.[Gexp−→x ••].−→xy = (f−1−→x ?−→y )t.(f−1−→x ?−→y )
Cas des transformations rigides elles-meˆmes Dans le cas ou`M = G, il faut adapter
les e´quations ci-dessus, en remarquant qu’une transformation est sa propre fonction de
placement.
C.1.5 Forme volume et inte´gration d’une fonction re´elle
Nous souhaitons maintenant pouvoir inte´grer explicitement une fonction f :M→ R
inte´grable. Le tenseur me´trique de TxM permet de de´finir l’e´le´ment de volume infinite´si-
mal (le raisonnement est analogue a` celui permettant de calculer la norme de la de´rive´e) :
Proposition C.3 Forme volume
L’e´le´ment infinite´simal de volume au point x de M est donne´ par : dM(x) =√∣∣[G
TxM••]
∣∣dx.
Cette e´criture est cependant peu pratique, et nous passerons par une carte locale pi,
la carte principale de pre´fe´rence.
Soit donc une carte locale pi. Nous supposerons pour simplifier qu’elle couvre la
presque-totalite´ de la varie´te´. Si notre fonction est donne´e sous la forme −→x → f(pi(−→x )), on
peut inte´grer directement dans la carte, en utilisant la base naturelle. Il faudra cependant
faire attention, car la carte ne couvre pas toujours la totalite´ de l’espace.
Proposition C.4 Inte´gration d’une fonction re´elle a` l’aide d’une carte locale
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Soit pi une carte locale couvrant presque toute la varie´te´ et une fonction f : M→ R
inte´grable, d’inte´grale nulle en dehors du domaine de la carte
∫
M/Dpi f(x).dM(x) = 0.







Dans le cas homoge`ne invariant, on a [Gexp−→x ••] = J(f−→x )−1.J(f−→x )−t et donc, en uti-









Exemple avec les normales 3D De´taillons le cas de P2, ensemble des normales non
oriente´es de R3. On utilisera la base canonique de R3, note´e {i,j,k}.
Cet ensemble peut-eˆtre repre´sente´ par une demi-sphe`re de rayon unitaire. Nous fixons
l’origine o au poˆle, de coordonne´es (0,0,1), et le plan tangent en o est le plan horizontal
passant par o. Nous le munissons bien e´videment de la base {i,j}.
La carte principale est donc de´finie de la manie`re suivante :
exp :
{−→n = (x1,x2)/x21 + x22 < pi2} → P2−→n = (θ cosα,θ sinα) 7→ exp(−→n ) = (sin θ cosα, sin θ sinα, cos θ)
Pour alle´ger les notations, on utilisera plutoˆt la carte e´quivalente (en coordonne´es
polaires) :
n :
−→n = (θ,α)/θ ∈ [0,pi/2[,α ∈]− pi,pi] → P2−→n = (θ,α) 7→ (sin θ cosα, sin θ sinα, cos θ)
Tout-ceci est illustre´ sur la figure suivante :




(θ,α) = (cos θ cosα, cos θ sinα,− sin θ) et ∂n
∂α
(θ,α) = (− sin θ sinα, sin θ cosα,0)
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[Gn(θ,α)••] =
[
cos2 θ cos2 α+ cos2 θ sin2 α+ sin2 θ ...








√∣∣[Gn(θ,α)••]∣∣ = sin θ (C.15)
On peut alors inte´grer sans proble`me les fonctions donne´es sous la forme f(θ,α).
C.2 Statistiques intrinse`ques sur les primitive ale´a-
toire
Nous pouvons maintenant construire la base du calcul des probabilite´s et des statis-
tiques sur nos varie´te´s a` partir de deux e´le´ments inde´pendants :
– La forme volume : la possibilite´ d’inte´grer une fonction (ou une distribution) re´elle
de´finie a` partir de l’ensemble des primitives permet de de´finir une densite´ de proba-
bilite´ (a` valeur re´elles positive, d’inte´grale unite´), qui permettra de mode´liser facile-
ment une primitive ale´atoire. Remarquons qu’on pourrait s’en passer, par exemple
pour une primitive ale´atoire n’ayant qu’un nombre fini de re´alisation possibles car il
suffit alors de connaˆıtre la probabilite´ de chacune (autrement dit, la densite´ de proba-
bilite´ est une combinaison de diracs). Mais nous utiliserons quasi-syste´matiquement
la densite´ par la suite.
– La distance intrinse`que : on pourra calculer l’espe´rance du carre´ de la distance entre
une primitive ale´atoire et une primitive fixe, et ge´ne´raliser ainsi la notion de va-
riance totale, puis de moyenne (le minimum de la variance totale, comme dans le
cas vectoriel). On pourra aussi calculer une covariance (dans l’espace tangent), cal-
culer l’information, et donc ge´ne´raliser la notion de gaussienne (la loi qui minimise
l’information pour une moyenne et une covariance donne´e).
C.2.1 Primitive ale´atoire
Le roˆle de cette partie est de de´finir une primitive ale´atoire, sa densite´ de probabilite´,
et de calculer l’espe´rance d’une observable, c’est a` dire une variable ale´atoire re´elle de´finie
comme l’image d’une primitive ale´atoire par une fonction.
Il est important de noter que les de´finitions de cette partie reposent toutes directement
sur la me´trique utilise´e. Ces de´finitions ne seront donc invariantes que lorsqu’on utilisera
la me´trique invariante.
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C.2.1.1 Primitive ale´atoire - application d’une fonction mesurable
Les notions classiques d’espace probabilise´, qui regroupe l’univers, la tribu d’e´ve`ne-
ments et la mesure de probabilite´ est tre`s ge´ne´rales, et restent valables dans une varie´te´
diffe´rentielle. Ainsi, pour une primitive ale´atoire, l’univers (i.e. l’ensemble des e´ve`nements
e´le´mentaires, i.e. des re´alisations possibles de la primitive) est l’ensemble des primitives
M. On utilisera la tribu Bore´lienne F. On de´finira enfin une mesure de probabilite´, i.e.
une fonction σ-additive de F dans [0,1] exprimant, pour tout e´ve´nement complexe A ∈ F,
sa probabilite´, i.e. la probabilite´ de trouver la primitive ale´atoire x dans A :
Prx(A) = Pr(x ∈ A)
Rappelons qu’on peut, a` l’aide d’une fonction mesurable f de´finie de l’universM dans
un autre ensemble B, associer les re´alisations possibles de la primitive ale´atoire x de´finie
dansM et les re´alisations possibles de f(x). En veillant a` utiliser les tribus ade´quates, on
de´finit ainsi une variable ale´atoire y = f(x) et sa mesure de probabilite´ est donne´e par :
Pry(B) = Prx(f
−1(B))
C.2.1.2 Densite´ de probabilite´
La mesure de probabilite´ pourrait suffire pour de´finir l’espe´rance d’une observable. Il
est cependant peu commode de travailler avec cette mesure car il s’agit d’une fonction
re´elle de la tribu (i.e. un ensemble de sous parties de l’univers). Il serait bien plus pratique
de travailler, comme dans le cas vectoriel avec une densite´ de probabilite´, i.e. une fonction
re´elle de l’univers qui synthe´tise l’information de la mesure de probabilite´.
Nous supposerons donc, comme dans le cas vectoriel, que nos primitives ale´atoires sont
repre´sente´es par une densite´ de probabilite´ px(y) qui ve´rifie :




soit dPr(y) = px(y).dM(y). La contrainte de normalisation impose :
∫
M px(y).dM(y) = 1.
Nous avons parle´ de la densite´ de probabilite´ comme d’une fonction. Mais il pourra
s’agir plus ge´ne´ralement d’une distribution, qui permet de repre´senter dans le meˆme cadre
les densite´s volumiques et les concentrations line´iques, surfaciques ou ponctuelles. Atten-
tion cependant, car ces distributions peuvent poser un certain nombre de proble`mes, par
exemple pour l’inte´gration dans une carte.
Exemple : densite´ uniforme La loi uniforme sur un sous-ensemble X ⊂M de volume
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Exemple : densite´ ponctuelle Si une variable ale´atoire n’a qu’un nombre fini de re´a-
lisations possibles {xi}, on peut la repre´senter directement en utilisant la probabilite´ de
ces re´alisations Pr(x = xi), ou utiliser une densite´ de probabilite´ qui est une mixture
de diracs : px(y) =
∑
i Pr(x = xi).δxi(y). Les inte´grations deviendront alors des sommes






C.2.1.3 Espe´rance d’une observable
L’espe´rance d’une variable ale´atoire de´finie comme l’image d’une primitive ale´atoire
par une fonction ϕ deM dansR (appele´e observable en re´fe´rence a` la physique quantique)





Nous avons de´ja` explique´ comment utiliser une carte locale pour calculer de telles
inte´grales (voir eq. C.13), lorsque l’inte´grale est nulle en dehors du domaine de la carte∫
M/Dpi f(x).dM(x) = 0 (en particulier avec des distributions non nulles sur le lieu de












√∣∣[Gpi(−→x )••]∣∣.d−→x = 1
On peut meˆme de´finir directement la densite´ de probabilite´ de x dans la carte locale :
p−→x (
−→x ) = px(x).
√∣∣[Gpi(−→x )••]∣∣ (C.16)









−→x ).d−→x = 1
On peut facilement ge´ne´raliser ces re´sultats pour une observable vectorielle, en isolant
les coordonne´es.
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Proprie´te´s On ve´rifie que l’espe´rance d’une observable est, comme dans le cas vectoriel,
line´aire :
Ex [α.ϕ] = α.Ex [ϕ]
Ex [ϕ1 + ϕ2] = Ex [ϕ1] + Ex [ϕ2]
Carte principale Dans le cas invariant homoge`ne, on peut e´crire les formules dans la
carte principale (voir eq. C.14) :
p−→x (









−→x ).d−→x = 1
Exemple : normale ale´atoire uniforme en 3D La demi-sphe`re des normales non-
oriente´es est de volume (en l’occurrence surface) fini. On peut donc de´finir une normale
ale´atoire uniforme sur la totalite´ de l’espace des normales.
Sa densite´ de probabilite´ sera de la forme pn(n) = k. Nous travaillerons dans la carte
habituelle (la carte exponentielle en coordonne´es polaires), ou` cette densite´ prend la forme
pθ,α(θ,α) = k. sin θ (voir eq. C.16 et C.15), on peut alors calculer la constante de norma-














sin θ dθ = k.2pi = 1
Finalement : k = 1/(2pi).
On peut aussi calculer sa variance totale (que nous de´finirons dans la section suivante)


















θ2 sin θ dθ
= [−x2 cosx+ 2x. sin x+ 2 cosx]pi/20 = pi − 2 (C.17)
une normale uniforme a donc un e´cart-type total (non-infini !) de
√
pi − 2 = 61.2 deg.
Algorithme : tirage d’une normale ale´atoire uniforme en nD Pour obtenir une
normale ale´atoire uniforme, la me´thode la plus simple consiste a` effectuer un tirage de
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vecteur uniforme a` l’inte´rieur d’un volume a` syme´trie sphe´rique (comme une boule), et
normaliser ensuite ce vecteur. Les directions e´tant re´parties uniforme´ment dans le volume,
les normales ainsi obtenues le seront aussi.
Reste donc a` tirer un vecteur ale´atoire dans ce volume. Pour cela, il suffit de tirer un
vecteur ale´atoire dans n’importe quel ensemble contenant ce volume, et rejeter les vecteurs
situe´s a` l’exte´rieur.
L’ensemble ou` il sera le plus simple de tirer un vecteur ale´atoire est le cube, car on
peut tirer les coordonne´es facilement (il s’agit d’un tirage uniforme) et inde´pendamment
les unes des autres. Le volume a` syme´trie sphe´rique le plus simple sera la boule inscrite
dans ce cube auquel on aura retire´ une petite boule concentrique (pour e´viter les divisions
par une norme trop faible lors de la normalisation).
L’algorithme est donc le suivant :
Faire
. tirer un vecteur ale´atoire uniforme : x = (UniformRnd([−1,1]),UniformRnd([−1,1]),...)





Jusqu’a` (r2 > 0.01) et (r2 < 1)
Normaliser n = x/r
C.2.2 Espe´rance et Covariance
Nous allons ici voir comment ge´ne´raliser les notions statistiques de bases aux primi-
tives. Nous nous baserons pour cela sur l’espe´rance d’une observable.
C.2.2.1 Espe´rance au sens de Fre´chet
Dans un espace vectoriel, la moyenne posse`de deux de´finitions e´quivalentes :
– On peux de´finir la moyenne comme la somme des diffe´rentes re´alisations possibles
ponde´re´es par leurs probabilite´s : cette de´finition a l’avantage d’eˆtre explicite, donc
de donner une me´thode de calcul directe, mais s’appuie sur la notion de combinaison
line´aire (i.e. de somme ponde´re´e), qui est propre aux espaces vectoriels.
– On peux aussi de´finir la moyenne comme le vecteur minimisant la variance totale
E
[‖y− x‖2] = E [d(y,x)2]. Cette de´finition a l’avantage d’eˆtre implicite et de ne
s’appuyer que sur l’espe´rance d’une observable.
Fre´chet a propose´ de ge´ne´raliser directement cette seconde de´finition de la moyenne (re-
baptise´e espe´rance pour e´viter les confusions) a` un espace me´trique quelconque de la fac¸on
suivante :
De´finition C.9 Espe´rance au sens de Fre´chet
Soit x une primitive ale´atoire de M.
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La variance totale est l’espe´rance du carre´ de la distance entre la primitive ale´atoire










L’espe´rance au sens de Fre´chet est l’ensemble des primitives qui minimisent la variance
totale : E[x] = argminyE [d(y,x)
2]. Une telle primitive est note´e x.
Important Il est important de remarquer que, contrairement au cas vectoriel, il n’y a
plus unicite´ de l’espe´rance. Par exemple, la sphe`re des normales e´tant de volume
fini, on peut de´finir une loi uniforme sur sa totalite´. La variance est alors la meˆme
vis-a`-vis de tous les points de la sphe`re, et l’espe´rance au sens de Fre´chet rassemble
toute la sphe`re.
Ge´ne´ralisation : Primitive centrale a` l’ordre α On peut ge´ne´raliser cette de´finition
aux diffe´rentes primitives centrales : les primitives centrales d’ordre α sont les primitives
qui minimisent la variance totale a` l’ordre α :
σαx(y) = E [d(y,x)
α]
Les primitives centrales d’ordre 0 sont les modes de la variable ale´atoire (i.e. les points
de densite´ de probabilite´ maximale), les primitives d’ordre 1 correspondent a` la notion de
me´diane.
C.2.2.2 Espe´rance au sens de Karcher
L’espe´rance au sens de Fre´chet correspond a` un minimum global. Il est souvent plus
simple de ge´rer un minimum local, car on peut alors le caracte´riser par une diffe´rentielle
nulle. On de´finit ainsi l’espe´rance au sens de Karcher :
De´finition C.10 Espe´rance au sens de Karcher
Soit x une primitive ale´atoire de M.
L’espe´rance au sens de Karcher est l’ensemble des primitives qui minimisent locale-
ment la variance totale E [d(y,x)2].
Elle contient donc l’espe´rance au sens de Fre´chet.
C.2.2.3 Proprie´te´ et recherche de l’espe´rance au sens de Karcher
L’espe´rance de Karcher a e´te´ de´finie comme minimisant localement la variance totale.
Elle peut donc eˆtre caracte´rise´e par une de´rive´ nulle par rapport a` la primitive y. Nous le
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Commenc¸ons par la de´rive´, dans la carte locale, de la distance ‖−→xy‖2 :
∂ ‖−→xy‖2
∂−→y = 2.[Gexp−→y ••].
−→xy = −2.[Gexp−→y ••].−→yx = −2.J(f−→y )−t.(f−1−→y ?−→x )













Cette de´rive´ doit eˆtre nulle en toute primitive
−→
x = log x appartenant a` l’espe´rance de






Proposition C.5 Caracte´risation de l’espe´rance de Fre´chet













Cette condition est ne´cessaire, mais pas suffisante.
On peut rechercher une de ces primitives en faisant une descente de gradient de type
Newton sur le crite`re. Nous savons pour cela que, a` partir d’une estimation −→y de l’espe´-





pour annuler celle-ci. Une fac¸on de la ponde´rer est d’utiliser l’inverse de la matrice hes-
sienne H = ∂Φ(exp(
−→y ))
∂−→y . En effet l’approximation au premier ordre de Φ est donne´e par
Φ(−→y +−→δy) = Φ(−→y ) +H.−→δy +O(‖−→y ‖2), et peut eˆtre annule´e avec −→δy = −H−1.Φ.
La matrice Hessienne peut ici eˆtre approxime´e par−2.J(f−→y )−t.J(f−→y )−1 (la distance est
de la forme xt.x, sa de´rive´ de la forme 2.xt.x˙, et sa de´rive´ seconde doit donc eˆtre de la forme
2.x˙t.x˙+2.xt.x¨ ' 2.x˙t.x˙). Finalement, on peut mettre a` jour l’espe´rance en la de´plac¸ant de−→











la correction apporte´e a` −→y correspond a` la moyenne dans la carte exponentielle centre´e
en −→y .
Algorithme : Calcul de l’espe´rance de Karcher par descente de gradient L’al-
gorithme est donc le suivant :
– Initialisation : −→y 0





dans la carte exponentielle
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– Jusqu’a` convergence : d(−→y I+1,−→y I) < ε
On pourra de plus calculer la matrice de covariance sur le re´sultat obtenu.
C.2.2.4 Matrice de covariance
La matrice de covariance d’une primitive ale´atoire par rapport a` une primitive fixe y
est simplement de´finie en utilisant la covariance de −→yx (qui est une observable vectorielle)
de´finie dans la carte exponentielle centre´e en y :
De´finition C.11 Matrice de covariance
Soit x une primitive ale´atoire de M.
Sa matrice de covariance par rapport a` une primitive fixe y est de´finie dans TyM par :
Σxx(y) = E
[−→yx⊗−→yx] = E [−→yx.−→yxt] (C.20)
La matrice de covariance par rapport a` l’espe´rance x (lorsque celle-ci est unique) est
note´e Σxx = Σxx(x).




[−→yx.−→yxt]) = E [Tr(−→yx.−→yxt)] = E [‖−→xy‖2], et en se rappelant des e´quations C.8
et C.18, on constate que le lien entre la matrice de covariance et la variance totale est






Cas invariant On peut se ramener a` la carte principale :
Σxx(y) = J(f−→y ).E
[
(f−1−→y ?




C.2.2.5 Propagation de l’espe´rance et de la matrice de covariance dans le cas
invariant
Dans le cas ou` on utilise la mesure invariante, on peut calculer la densite´ de probabilite´
d’une variable ale´atoire de´finie par l’action d’une transformation rigide fixe f sur une autre
variable ale´atoire : si y = f ? x, py(y) = px(f
−1 ? y).
On ve´rifie donc, et c’est heureux, que, pour une transformation rigide fixe f, l’espe´rance
de la transforme´e est bien la transforme´ de l’espe´rance :
E[f ? x] = f ?E[x]
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La matrice de covariance se propage en utilisant les formules permettant de passer
d’un espace tangent a` l’autre :
y = f ? x ⇒ Σyy = J(f).Σxx.J(f)t
Il n’existe en revanche aucun lien simple dans le cas ou` la transformation est elle aussi
ale´atoire.
C.2.3 Approximation par une loi Gaussienne et distance de Ma-
halanobis
Dans le cadre d’une imple´mentation informatique des primitives ale´atoires, il est bien
e´vident que l’on ne peut toujours stocker la densite´ de probabilite´. On se limitera souvent
a` une approximation au deuxie`me ordre, en stockant l’espe´rance et la covariance de la
primitive ale´atoire.
Tout ceci rappelle les approximations gaussiennes dans le cas vectoriel, qui sont utili-
se´es car elles maximisent l’entropie (et minimisent donc l’information) pour une moyenne
et une covariance donne´e. Nous allons donc ge´ne´raliser la notion de gaussienne en ge´ne´-
ralisant la notion d’entropie.
C.2.3.1 Entropie d’une primitive ale´atoire
Nous ge´ne´ralisons directement la de´finition dans le cas vectoriel : l’entropie d’une pri-
mitive ale´atoire est de´finie par :
H[x] = −Ex [log px(x)]
On ve´rifie que la loi qui maximise l’entropie est la loi uniforme.
On ve´rifie aussi que l’entropie est invariante : pour une transformation de´terministe f,
H[f ? x] = H[x].
C.2.3.2 Lois gaussiennes
Les lois gaussiennes sont, dans le cas vectoriel, les lois qui maximisent l’entropie pour
une moyenne et une covariance impose´e. Nous conservons la meˆme de´finition pour les
primitives. On montre alors qu’elles sont de la meˆme forme que dans le cas vectoriel :
Proposition C.6 Lois gaussiennes
La loi gaussienne d’espe´rance x et de covariance Σ est de´finie par la densite´ de proba-
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Dans le cas ou` notre varie´te´ diffe´rentielle est de volume fini V =
∫
M dM, on peut
utiliser une matrice de dispersion infinie. Ainsi, la loi gaussienne de matrice de dispersion
d’inverse nulle (centre´e autour d’une espe´rance arbitraire) n’est autre que la loi uniforme.
La loi uniforme est donc un cas particulier de loi gaussienne.
Il est important de noter que la constante de normalisation et la matrice de covariance
ne sont pas - comme dans le cas d’un espace vectoriel - simplement relie´es a` la matrice de
dispersion. On montre cependant que dans le cas d’une faible covariance, les formules du
cas vectoriel constituent de bonnes approximations :
Σ faible ⇒ ∆ ' Σ
k ' (2pi)(D2 ).√|GTxM| .Σ (C.22)
On peut se demander alors ce qu’il se passe lorsque l’on ajoute une erreur gaussienne
centre´e a` une primitive ale´atoire qui suit de´ja` une loi gaussienne. Dans le cas vectoriel, ceci
revient a` convoluer les deux lois, et le re´sultat est une loi gaussienne dont la covariance est
la somme des deux covariances. Nous pensons que dans le cas des primitives on obtient le
meˆme re´sultat, a` ceci pre`s que ce sont les matrices de dispersions qui s’additionnent.
Pour bien distinguer variances et dispersions, rappelons que nous utilisons le vocabu-
laire suivant dans ce manuscrit :






– Variance totale : La trace de la covariance, i.e. l’espe´rance de la distance carre´ :
Tr(Σxx) = E [d(x,x)
2]
– Variance : La variance par direction, qui correspond au parame`tre σ2x pour une co-
variance isotrope : Σxx = σ
2
x.Id. La variance totale est alors donne´e par Tr(Σxx) =
D.σ2x
– E´cart-type : La racine carre´ de la variance σx =
√
σ2x
– Matrice de dispersion : La matrice ∆xx qui apparaˆıt dans une loi gaussienne.
– Dispersion totale : La trace de la matrice de dispersion Tr(∆xx).
– Dispersion : La dispersion par direction, qui correspond au parame`tre δ2x pour une
matrice de dispersion isotrope : ∆xx = δ
2
x.Id. La dispersion totale est alors donne´e
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par Tr(∆xx) = D.δ2x
– Dispersion-type : La racine carre´ de la dispersion δx =
√
δ2x
C.2.3.3 Distance de Mahalanobis





xy. On peut alors se poser la question de savoir si on utilise la
matrice de dispersion ∆ ou` la matrice de covariance Σ pour la ge´ne´raliser.
Deux arguments permettrons de nous de´cider pour ce dernier cas :
– Nous pouvons toujours calculer la covariance d’une primitive ale´atoire, meˆme si elle
ne suit pas une loi gaussienne. La de´finition a` partir de la matrice de covariance ne
repose donc pas sur ces lois. En revanche, une primitive ale´atoire non-gaussienne n’a
pas de matrice de dispersion associe´e. On pourrait envisager d’utiliser la matrice de
dispersion de la gaussienne qui posse`de la meˆme moyenne et la meˆme covariance,
faisant ainsi jouer un roˆle particulier a` ces lois. Les calculs serait de plus complique´s.
– Nous verrons que, en utilisant la matrice de covariance, l’espe´rance de la distance
de Mahalanobis entre une primitive ale´atoire quelconque et sa moyenne est e´gale a`
la dimension de l’espace, comme dans le cas vectoriel.






Proprie´te´s La distance de Mahalanobis est invariante : pour une transformation rigide
f fixe´e :
µ2(f ? x,f ? y) = µ2(x,y)
On peut donc se ramener a` la carte principale :
µ2(x,y) = µ2(f−1y ? x,0)
Calculons maintenant l’espe´rance de la distance de Mahalanobis entre une primitive



























= Tr(Σ−1xx .Σxx) = Tr(Id)
= D
Le re´sultat est bien identique a` celui du cas vectoriel.
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C.2.3.4 Test du χ2
La distance de Mahalanobis pour une primitive gaussienne suit approximativement
une loi du χ2 a` D degre´s de liberte´s (en particulier lorsque la covariance est faible). On
peut donc utiliser le test du χ2 comme dans le cas vectoriel.
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Annexe D
De´tail des calculs du chapitre 8
D.1 Calcul du mode`le plan
Nous montrons ici comment calculer le mode`le plan avec bruit sur l’orientation (section
8.3.4.2), i.e. comment calculer la densite´ de probabilite´ de (s,ns) connaissant le point m,
la loi sur la normale pnm(n) et la distance u qui se´pare les deux points.
Cette de´monstration suit la de´marche suivante : on va e´crire le point s comme une
fonction de n et des coordonne´es (u1,u2) du point s dans une base (e1,e2) du plan (m,n) :
(ms,ns) = (u1e1 + u2e2,n)
Heureusement, le proble`me est invariant par rapport au choix de cette base 45, ce choix ne
peut donc influencer le re´sultat final.
On peut alors e´crire la loi de probabilite´ de (s,ns) en fonction de la loi sur n et de la




Il suffit enfin d’e´crire la loi sur p(u1,u2) pour conclure.
Choix de la base (e1,e2) en fonction de n Nous devons donc choisir une base (e1,e2)
du plan (m,n), i.e. choisir deux vecteurs orthonormaux et perpendiculaires a` n (l’origine
de notre base sera bien suˆr le point m). Le proble`me est que la normale n va varier. Il
faut donc choisir une base pour chaque normale n possible. On va alors utiliser l’astuce
suivante : on va faire notre choix pour simplifier les calculs de p(s) pour s situe´ dans une
zone de travail aussi limite´e que ne´cessaire.
La zone qui nous inte´ressera sera en l’occurrence un plan d’origine m, contenant n la
moyenne de n et donne´ par sa normale a. Nous allons faire un choix de la base (e1,e2) en
45. C’est l’invariance par rapport aux rotations d’axe n.
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Fig. D.1 – Choix de la base (e1,e2) du plan (m,n) adapte´e au calcul de p(s,ns) pour s dans
le plan (m,a) ou` la normale a est perpendiculaire a` n : le vecteur e1 est perpendiculaire a`
a et n, et le vecteur e2 est perpendiculaire a` e1 et n.
On obtient ainsi une base orthonormale (e1,e2) du plan de normale n qui permet d’avoir
u2 = 0 dans le plan (m,a).
fonction de n qui permette d’avoir u2 = (e2|ms) = 0 dans ce plan de travail. Soit donc un
plan quelconque donne´ par sa normale n. Pour annuler la coordonne´e u2 sur l’intersection




On comple`te alors la base avec :
e2 =
n ∧ e1
‖n ∧ e1‖ = n ∧
n ∧ a
‖n ∧ a‖
Le point de coordonne´es (u1,u2) est alors :
(s,ns) = (u1e1 + u2e2,n)




Il ne nous reste donc qu’a` calculer ∂(s,ns)
∂(n,u1,u2)
. Ce calcul demande beaucoup d’attention,
car les normales ne forment pas un espace vectoriel. Pour e´viter toute erreur, nous utili-
serons dans un premier temps de petites variations de la normale n et des coordonne´es
u1et u2 :
dn = dn1.e1 + dn2.e2 du1 du2




dn+ du1e1 + du2e2
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‖a ∧ n‖ = (Id− e1.e
t
1).
dn1.a ∧ e1 + dn2.a ∧ e2
‖n ∧ a‖
=




dn1.a ∧ e1 + dn2.(Id− e1.et1).a ∧ e2
‖n ∧ a‖ + du1e1 + du2e2
pour exprimer les variations de ns = nm, il faut remarquer que ns ne peut eˆtre situe´ que
dans le plan perpendiculaire a` ms (de base (a,a ∧ e1)) et peut donc eˆtre exprime´ par le
seul angle :
θ = ( ̂a ∧ e1,ns) = pi/2− (â,ns) = pi/2− arccos(a|ns)
dont les variations suivent :







































0 1 0 0
)
dont on calcule le de´terminant :
∣∣∣∣ ∂(s,θ)∂(n1,n2,u1,u2)
∣∣∣∣ = ∣∣∣ u1 a∧e1‖n∧a‖ e1 e2 ∣∣∣ = |u1| .
∣∣∣ a ∧ e1 e1 n ∧ e1 ∣∣∣
‖n ∧ a‖
en remarquant que
∣∣∣ a ∧ e1 e1 n ∧ e1 ∣∣∣ = (a ∧ n|e1) = ‖n ∧ a‖, on obtient finalement :∣∣∣∣ ∂(s,θ)∂(n1,n2,u1,u2)
∣∣∣∣ = |u1|
et donc :
p(s,ns|u2 = 0) = δu(‖ms‖).δ0((ms|e2)).pn(ns).p(u1,0)|u1|
Conclusion Il ne nous reste qu’a` e´crire la probabilite´ p(u1,u2). Celle-ci doit eˆtre isotrope
(pour assurer l’invariance par transformation rigide), et se relie a` la loi sur l’e´loignement




2) = pu(‖ms‖) et donc p(u1,0) = pu(u1). On obtient finale-
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ment :
p(s,ns|u) = δu(‖ms‖).pn(ns).pu(u)|u|
D.2 Calcul du mode`le sphe´rique
Nous pre´sentons ici le calcul du mode`le sphe´rique a` e´loignement connu (section 8.5.1.1).
On utilisera les notation suivantes :
Rappelons le lien entre le rayon du cercle et sa courbure, et entre les angles :
R = 1/C α = 2θ
les coordonne´es carte´siennes sont donne´es par :
x = r cos θ = R sin 2θ = 2R sin θ cos θ
y = r sin θ = R(1− cos 2θ) = 2R sin θ sin θ
on peut alors tout calculer a` partir de r (la norme de ms), x (le produit scalaire entre ms






























On peut donner la probabilite´ de s, en le parame´trant directement par l’e´loignement
u, la courbure C et l’angle α de la tangente en s :
p(u,C,α|u0) = δu0(u).pC(C).δ2θ(α)
Pour passer en coordonne´es carte´siennes, il faut calculer le jacobien du changement de
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∣∣∣∣∣ cos(Cu) Cu cos(Cu)−sin(Cu)C2sin(Cu) Cu sin(Cu)−(1−cos(Cu))
C2
∣∣∣∣∣ =
























que l’on peut approcher par (en utilisant u = θ.r
sin θ
' r et C = 2y/r2 ' 2θ/r, approxima-
tions valables lorsque θ reste faible) :
p(x,y,α|u) ' δu (r) .pC (2θ/r)
r2




D.3 Simulation du SCF 2D
Nous pre´sentons ici la recherche d’une formule approche´e du mode`le stochastique a`
partir de la simulation (voir section 8.5.2.4).
D.3.1 E´loignement connu
Nous allons dans un premier temps garder les informations relatives qu’aux points cor-
respondant a` un e´loignement u impose´. Pour chaque trajectoire, si le point d’e´loignement
(i.e. d’abscisse curviligne) u passe par le point s avec l’orientation ts alors nous addition-
nerons le tenseur ts.t
t
s au tenseur associe´ au pixel contenant s. L’image ainsi obtenue sera
donc bien une version discre´tise´e de :
p(s,ts|u)
ou plus exactement du champ de tenseur qui lui correspond (voir section 8.2.3). Nous
analyserons se´pare´ment la trace des tenseurs qui correspond a` la probabilite´ du point
p(s|u) et la forme des tenseurs T (ts|s,u) qui correspond a` la loi de probabilite´ sur les
normales en un point s connu.
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Probabilite´ p(s|u) du seul point (trace des tenseurs) La trace du champ de
tenseurs est illustre´ dans l’image suivante (on a lance´ ici 25 millions de trajectoires, sto-
cke´ les tenseurs pour les points d’abscisse curviligne u = 1mm, avec un bruit gaussien
sur l’orientation dont la variance est de σ2 = 1 rad2/mm et donc e´gale a` 1 en fin de
trajectoire) :
On constate que les points les plus probables sont re´partis autour d’une ellipse centre´e
sur l’origine (i.e. le point connu m). Nous nous sommes donc inte´resse´ de plus pre`s a` cette
ellipse, en cherchant, dans chaque direction (i.e. pour chaque θ), le point le plus probable.
Ceci nous a permis de ve´rifier qu’il s’agissait bien d’une ellipse 46 et que son grand rayon
rx e´tait le´ge`rement infe´rieur a` u, et son petit rayon ry e´gal a` 0.9∗u. Il semble alors naturel
de remplacer les coordonne´es polaires (r,θ) par les coordonne´es (r′,θ′) qui tiennent compte
de l’anisotropie de l’ellipse :























avec ces coordonne´es corrige´es, l’e´quation de l’ellipse des points les plus probables devient
tout simplement r′ = u.
Nous avons ensuite e´tudie´ les probabilite´s cumule´es des points dans chaque direction
(i.e. pour chaque θ). On a alors pu constater qu’elles suivaient une parfaite gaussienne en
46. Pour tester qu’une se´rie de points de coordonne´es (xi,yi) suit une ellipse d’e´quation x2/r2x+y
2/r2y = 1
et donc y2 = r2y−x2.r2y/r2x = α.x2+β, on effectue une re´gression line´aire sur l’ensemble de donne´es (x2i ,y2i ).
On ve´rifie alors que le mode`le est valable, et on calcule α et β et on en de´duit ry =
√
β et rx =
√−β/α.
316




p(s = (r cos(θ),r sin(θ))|u)dr = exp(−θ2/2σ2u)/ku
Nous avons ensuite cherche´ les expressions de σ2u et kuen fonction de u. Nous avons
trouve´ que les mode`les suivants e´taient parfaitement satisfaisants 48 :
σ2u = k ∗ σ2 ∗ u k = 0.34
ku ∼ (σ2u)1.5
Re´partition des normales (forme des tenseurs) La forme des tenseurs pour un
e´loignement fixe´ est en fait tre`s complexe a` de´crire, dans la mesure ou` de nombreuses
situations diffe´rentes peuvent se pre´senter :
– Les trajectoires qui sont alle´es le plus loin a` l’horizontale sont celles pour lesquelles
l’orientation n’a pas varie´e. La direction y est donc horizontale et bien de´finie (va-
riance faible).
– Les trajectoires qui ne sont pas alle´s tre`s loin sont les plus tordues. La direction y
est donc mal de´finie.
Nous ne chercherons donc pas a` leur trouver une forme explicite, et attendrons pour cela
la prise en compte des diffe´rents e´loignements possibles, qui donnera des re´sultats plus
simples.
D.3.2 E´loignement quelconque
Nous allons maintenant simuler le SCF en inte´grant suivant la loi a-priori sur l’e´loi-
gnement u : si une trajectoire passe par le pixel s avec l’orientation ts (nous veillerons a`
prendre des pixels suffisamment petits pour que la variation d’orientation soit ne´gligeable
a` l’inte´rieur d’un meˆme pixel), entre les abscisses curvilignes u1 et u2 :
alors nous additionnerons le tenseur ts.t
t
s au tenseur T (s) en s, ponde´re´ par la pro-




47. Pour tester qu’une se´rie de donne´es (xi,yi) suit une gaussienne, i.e. que y = exp(−x2/2σ2)/k, ou
de fac¸on e´quivalente, que log y = −x2/2σ2 − log k = αx2 + β, il suffit de faire une re´gression line´aire sur
l’ensemble de donne´es (x2i , log yi). On ve´rifie alors que le mode`le est valable, et on calcule au passage α
et β qui permettent de de´duire les valeurs de σ2 = −1/2α et de k = exp(−β).
48. Pour tester qu’une se´rie de donne´es (xi,yi) suit une loi de type y = k.xα, ou de fac¸on e´quivalente,
que log y = α log x+ log k = α log x+β, il suffit de faire une re´gression line´aire sur l’ensemble de donne´es
(log xi, log yi). On ve´rifie alors que le mode`le est valable, et on calcule au passage α et β qui permettent
de de´duire les valeurs de α et de k = exp(β).
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Comme dans le cas pre´ce´dent, nous analysons se´pare´ment la trace p(s) et la forme des
tenseurs T (ts|s).
Probabilite´ p(s|u) du seul point (trace des tenseurs) Nous avons trace´ ici les
traces des tenseurs (i.e. p(s)) ainsi obtenus (on a lance´ ici 25 millions de trajectoires, avec
pu(u) uniforme sur [0,1], le plan restreint a` un quart de plan par syme´trie, avec un bruit
gaussien sur l’orientation dont la variance est de σ2 = 1 rad2/mm et donc e´gale a` 1 en fin
de trajectoire) :
Bien e´videment, certaines zones de cette figure sont mal de´finies, donc non exploitable :
la partie infe´rieure gauche (ou` trop peu de trajectoires sont passe´es, car il faut une forte
courbure pour y arriver), et l’exte´rieur du cercle de rayon 0.75 (a` partir duquel on a
des trajectoires qui se finissent). Nous nous concentrerons donc sur la zone centrale, bien
de´finie.
Pour essayer de trouver une forme analytique a` ce champ, nous allons raisonner a`
partir de la forme trouve´e pour les e´loignements (abscisses curvilignes) fixes. Nous allons
faire l’approximation suivante : nous allons supposer que les points d’abscisses curvilignes
u ne sont pas re´partis autour de l’ellipse de rayons rx = cx.u et ry = cy.u mais sont




2/c2y, et on a toujours la probabilite´ suivante pour θ :
p(θ|u) = exp(−θ















D.3. Simulation du SCF 2D
on peut finalement re´-e´crire la probabilite´ d’un point de coordonne´e (x,y) sachant qu’il



















lorsqu’on va inte´grer sur u, pour prendre en compte la loi a-priori sur l’e´loignement pu(u),


















nous allons donc ve´rifier que le champ simule´ suit bien cette e´quation. Pour cela on calcule
le rapport entre le champ simule´ et le champ pre´vu. En voici l’image :
les oscillations du rapport dans la zone utile (en orange) sont de l’ordre de 20%, ce qui
prouve que notre mode`le est relativement bon.



























k = 0.34 = 1/21.5 cx = 0.98 cy = 0.87.cx
on peut aussi utiliser l’approximation suivante (en utilisant cx ≈ 1, cy ≈ 1 et arcsin(x) ≈
x) :
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Re´partition des normales (forme des tenseurs) Nous allons maintenant essayer
de retrouver la forme de T (ts|s), i.e. la loi sur la tangente en chaque point. On regarde
dans un premier temps la tangente la plus probable sur le champ simule´, en diagonalisant
le tenseur et en e´tudiant le premier vecteur propre. On constate alors que, comme avec
les mode`les affine et sphe´rique, on a une relation tre`s simple entre l’angle α forme´ par la
direction ts la plus probable en s et la direction tm a` l’origine et l’angle θ forme´ par le
segment ms reliant les deux points et la tangente a` l’origine :
α = 1.5 ∗ θ
rappelons que nous avions α = θ avec le mode`le affine et α = 2θ avec le mode`le sphe´rique.
On peut ve´rifier les variations du rapport α/θ sur l’ensemble de la figure : il varie, dans la
zone bien de´finie (en vert) entre 1.42 et 1.55 :
Maintenant que nous connaissons la tangente moyenne, inte´ressons nous a` sa variance
σ2, i.e. au rapport entre la deuxie`me valeur propre du tenseur et sa trace. On constate
alors rapidement que les Iso-courbes de ce rapport sont des ellipses de grand axe paralle`le
a` la tangente a` l’origine, et de petit axe perpendiculaire. Le rapport entre les rayons sont
de 1.5. Il semble de plus que la valeur du rapport soit proportionnel au rayon de l’ellipse,
i.e. a` u. On trace donc finalement σ2/
√
x2/1.52 + y2 :
le rapport oscille entre 0.47 et 0.52, dans la zone bien de´finie (en bleu). Le coefficient
de proportionnalite´ est donc e´gal a` 0.5, ce qui est un peu surprenant puisque nous nous
sommes base´ sur un mode`le stochastique ou` la variance de la tangente e´tait e´gale a` σ2.u,
avec, dans cette simulation σ2 = 1. On ne retrouve donc que la moitie´ de la variance
pre´vue, pour des raisons que nous ignorons encore
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D.4 Calculs des mode`les avec bruit sur l’orientation
Nous pre´sentons ici le de´tail du calcul permettant de prendre en compte le bruit sur
l’orientation dans le mode`le ge´ne´ral (section 8.6.1).















nous allons nous demander ce qui change dans cette formule lorsque l’on fait varier la
normale a` l’origine (i.e. au point connu m), lorsqu’on la fait tourner d’un angle θo par
exemple : r ne changera pas, mais θ va changer pour devenir θ−θo et α va devenir α−α0. La
loi sur la normale a` l’origine s’e´crit alors comme une loi pθo sur θo, que nous supposerons
gaussienne (avec une variance σ2tm , infinie pour repre´senter une loi uniforme). On peut

























Cette inte´grale est relativement simple a` calculer, a` condition d’inte´grer de −∞ a` +∞
au lieu de −pi a` pi. Cette approximation sera correcte lorsque la dispersion sera faible
(infe´rieure a` 20 degre´s, ce qui est en ge´ne´ral le cas pour le bruit sur l’orientation des
normales) ou lorsqu’elle sera infinie (i.e. lorsqu’on travaille avec le loi uniforme). On obtient
alors, apre`s simplifications, les re´sultats donne´s dans la section 8.6.1.
D.5 Calcul de la variance de la dispersion autour de
l’espace tangent
Calcul de la dispersion pour le mode`le ge´ne´ral sans bruit de mesure Nous
pre´sentons ici le calcul de la dispersion pour le mode`le ge´ne´ral sans bruit de mesure (voir
section 8.5.3). Nous repartons de la formule pour le seule position du point (eq. 8.8) :








Nous allons simplifier cette formule en utilisant les approximations
√
x2 + y2 = x
et θ = y/x (l’erreur commise reste infe´rieure a` 15% pour θ < pi/6), qui permettent de
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de´coupler x et y :














Calcul de la dispersion pour le mode`le ge´ne´ral avec bruit de mesure On peut
calculer de la meˆme fac¸on la variance de la dispersion pour le mode`le ge´ne´ral avec bruit




2A + σ2nm .x
2
Reste enfin a` prendre en compte le bruit de mesure sur la position du point. Pour cela,
on convolue notre mode`le avec une loi gaussienne isotrope. Comme elle est isotrope, on
peut donc appliquer la convolution en y puis la convolution en x. La premie`re augmente




2A + σ2nm .x
2 + σ2m
Pour le lissage gaussien en x, les calculs seraient plus complexes. Mais ce dernier
lissage a moins d’influence car les variations de la probabilite´ en x sont moins importantes
qu’en y. Nous nous contenterons donc de cette expression, pour e´viter des calculs trop
complexes.
Calcul des parame`tres sur une mesure empirique de la dispersion On peut




m lorsqu’on a trace´ une courbe empirique
de la variance σ2y|x en fonction de x (voir section 8.7.5). La me´thode que nous utilisons est
la suivante :
– On fixe dans un premier temps A = 2. On a alors σ2y|x = a+ b.(x
2) + c.(x2)2, et on
estime la parabole qui interpole au mieux les couples (x2,σ2y|x). Ceci nous donne une
premie`re estime´e de nos parame`tres : σ2m = a, σ
2
nm = b, σ
2
forme = c et A = 2.
– On optimise ensuite nos parame`tres par un algorithme aux moindres carre´s






















positifs et A ≥ 1.
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Le principal sujet de cette the`se est la mise au point d’algorithmes de recalage rigide de surfaces au
sein de VirtualScope, un syste`me de guidage per-ope´ratoire de´die´ au percement des axes des implants
dentaires.
Elle est base´e sur une approche purement statistique, qui, en essayant de maximiser la vraisemblance
calcule´e a` partir d’une mode´lisation explicite du bruit, permet de justifier l’utilisation de l’ICP pour le
recalage d’amers ge´ome´triques, puis de proposer l’ICP/EM multi-e´chelles, un peu plus pre´cis et surtout
beaucoup plus robuste et rapide. De nouveaux mode`les de bruits sont propose´s pour adapter l’algorithme
aux surfaces e´chantillonne´es et bruite´es. La pre´diction the´orique de l’incertitude est aborde´e, et permet
en particulier de guider l’acquisition des donne´es. L’e´tude expe´rimentale tre`s pousse´e des performances
de l’algorithme permet de re´gler efficacement ses parame`tres, mettre au point des syste`mes de se´curite´,
et garantir ainsi un fonctionnement parfaitement satisfaisant au sein de VirtualScope.
La seconde partie de cette the`se aborde plus ge´ne´ralement le proble`me de la mode´lisation statistique
des courbes et surfaces e´chantillonne´es bruite´es. En regroupant les travaux sur la saillance et le vote de
tenseurs, elle pre´sente la notion de champs de vote, qui permet d’exprimer la probabilite´ d’un e´le´ment de
la courbe ou surface connaissant un autre e´le´ment. Elle donne des exemples rudimentaires mais facilement
programmables de champs de votes, qui prennent en compte la forme de la surface et la fac¸on dont les
points ont e´te´ e´chantillonne´s et bruite´s. Elle montre comment les appliquer avec succe`s au proble`me du
recalage, puis indique comment ils pourraient servir pour de´river des algorithmes baye´siens pour de nom-
breuses autres applications concernant les courbes et surfaces. Ces travaux seraient alors susceptibles de
de´boucher sur la mise au point d’un canevas statistique et multi-e´chelles commun a` toutes ces me´thodes.
Mots-cle´s: recalage rigide, statistiques, multi-e´chelles, validation, ICP, EM, surfaces e´chantillonne´es
bruite´es, de´cimation, normales, saillance, vote de tenseurs, guidage per-ope´ratoire
Abstract
The main subject of this work is the rigid registration of surfaces dedicated to VirtualScope, a
per-operative guiding system designed for oral implants surgery.
It is based on a purely statistical approach. We first show how to compute and maximize a likelihood,
based on a model of the data noise, for the landmarks registration problem. This approach justifies the
use of the ICP algorithm, and a new multi-scale variant named ICP/EM, which improves accuracy, speed
and robustness. We introduce new noise models specifically designed for the registration of sampled and
noised surfaces. We discuss about the theoretical prediction of the registration accuracy, and use it for
guiding the data acquisition. We analyze in detail the experimental performances of the algorithm, and
provide methods for setting optimally the parameters and ensuring the correctness of registration results.
The resulting algorithm is perfectly suited to the VirtualScope application.
The second part of this work deals with the more general problem of the statistical modelisation
of sampled and noised curves and surfaces. Based on previous works on Saliency and Tensor Voting
notions, it defines a vote field that represent the probability of a curve or surface element, knowing
another element. We provide basic yet easy to implement examples of such a field, which can handle the
surface shape, the sampling strategy and the measurement errors. We apply them successfully to the
registration problem, and suggest to use them to derive Bayesian methods to virtually all other computer
vision problems involving sampled and noised curves and surfaces. This work could lead to the design of
a common statistical and multi-scale framework for these various methods.
Keywords: rigid registration, statistics, multi-scale, validation, ICP, EM, sampled and noised surfaces,
decimation, normals, saliency, tensor-voting, per-operative computer-guided surgery
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